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SUR LE MOUVEMENT D'UN FIL DANS UN PLAN FIXE 



P. APPELL 

a PAUTS. 



La forme la plus simple sous laquclle on a pu jiisquW present 
mettre les oquationa du mouvement (V un fil flexible et inextensible dans 
un plan fixe a été indiquéc par M. Rksal dnns son Traité de MécanUine 
Générale (Torne I, pages 321 et suiv.). M. Rksal fonne deux équations 
simultanées aux dérivées partielies de Tintégration desquelles dépend la 
solution du probleme; puis il ajoute que Téliniination de la tension entré 
ees deiXx équations conduit a une équation aux dérivées ])artielles du 
sixieme ordre^ qui nest d'ailleurs pns lorniée. ~^ - . 

Dans le present Méinoire, nous suivrons une méthode ((ui ne fnif ^ 
intervenir que les elements essentiels de la questiou et qui raméne h\ 
reeherche du mouvement du fil a Tintégration d*une érpiation nux dé- 
rivées partielles du quatriPme ordre. En ehereliant des solutions pnrti- 
euliéres de forme déterminée de cette équation on arrive a résoudre avec 
facilité plusieurs problemes importnnts. 

Nous divisons notre mémoire en trois partiers: dans la premiére se 
trouvent établies les équations du mouvement, la seeonde eontient leur 
applieation a des eas particuliors, enfin la troisiéme est relative aux oseil- 
lations infiniment petites. 

Nous avons indiqué la métbode que nous suivons iei dans une Note 
présentée a. TAeadémie des Sciences d(» Paris le 22 novembre 18S6. 
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P. Appell. 



I. 

Equ€itlons du monvement. 

1. Soit un fil flexible et inextensible mobile dans un plan fixe: 
désignons pär x et y les ooordoni)ées rectangulaires d'un element ds de 
ce fil et par s la longueur du fil depuis un point déterminé du fil j^iisqu'ä 
rélément ds] appelons mdi^ la inasse de Télément ds j jP la tension de cet 
element et mXds , m Yds les projections sur les axes coordonnés de la ré- 
sultante des forces extcrieurcs appliquées a ce niöme element. Les équa- 
tions du mouvement sont, comme il est bien connu, 



(O 



dt (iK ' ds/ 

/d^y , /di/Y 



ou m est une fonction connue de s qui se réduit a une constante quand 
le M est homogéne. Ces équations définissent cc , y et T en fonction des 
deux variables indépendantes s it t. LMnt^gration de ces trois équations 
simultanées aux dcrivées partielles peut étre ramenée a Tint^gration d'une 
équation aux dcrivées partielles du quatrieme ordre que Ton forme comme 
il suit. 

Soit a Tangle que fait a Tinstant t la tangente au fil en un point 
avec Tflxe des abscisses: Téquation de cette tangente sera de la forme 

X sin a — y cos a = fr (a , /) 

ou ^{ayt) est une certaine fonction de Tangle a et du temps t. Pour 
éviter les signes d'intégration, désignons par p une fonction de a et / 
dont la dérivée partielle par rapport a a soit ^(a,0 ^^ appelons y' yP*\ 
p'"j p^''' les dérivées partielles des divers ordres de p par rapport ä a. 
Uéquation de la tangente au fil sera alors 

(2) X sin a — y cos a = p\ 



«.■ AT r 
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et, pour avoir la fonne du fil ä Tinstant /, il faudra chercher lenveloppe 
de la droite (2) en laissaiit t coiistant et faisant varier a. On trouve 
ainsi, pour les coordonnées du point de contact, le8 expressions 

(3) .<^ = // sin a + y cos a , // =- — ^Z cos a + />" sin a . 

En convcnant d'cniployer la lettre 9 j}our designer les dérivées partielles 
prises par rapport ä a et ^ considérées coinme variables indépendantes, 
et de reserver la lettre cl pour designer les dérivées partielles prises par 
rapport aux variables indépendantes 5 et ^, on aura 



£=\/©'+ ©"-"■+"■" 



• A » 



et en mtegrant 



s=p + p". 



Il semble qu'cn intégrant il faille ajouter au second niembre une con- 
stante par rapport a a c'est a dire une fonction de t: niais cela est inutile, 
car la fonction p étant jusqu'a present définie par cette seule condition 
que sa dérivée partielie par rapport ä a égale une fonction f2?(a , t) 

on a 

il){t) désignant une fonction arbitraire de t\ Ton pourra toujours choisir 
cette fonction arbitraire de t de telle fa<;on que Tarc s cornpté ä partir 
d'un point déterminé pris sur le fil ait pour expression 

(4) s=^p + 2/'. 

Dans les équations (i), x , y et T sont considérées comnie fonctions 
des variables indépendantes s et t\ a Taide de la relation (4) s^p-^rp" 
on pourra exprimer x jy et T eri fonction de a et < qui deviendront les 
nouvelles variables indépendantes, 
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Les rcjile» éléinentaires du cliaiigeiiieiit de variables doiment 



(5) 



d.r d'f da 


^in 


dji da 


d'V dTJa 


ds da ds 


ds 


da ds 


ds 9« du 


dx d.K 

dt "" dt "^ 


d.c da 
da dt ' 


dt 


3.'/ , 3.'/ '^« 
di "^ da dt ' 



L'angle a est unc fouctioii de s et t détiiiie par la relation 






i> + 1>" 



qui doiine, si oii la diftcreiitie par rapport a 5 et t suceessivenient, 



(la. 



' - (^'' + ^n ,. , 



o = 



dt ^ dt ^ ^' ^ ^ ^df 



d'ou 



da I 

ds 2'' + I'"' ' 



da 
dt 



lil 4. ^^'' 
dt "^ dt 

I . in 



Les forinules (2) 



X = p' sin a + p" eos a , // = — y cos a + l>" ^^^^ ^ 



donuent^ aussi 



!f!=(/ + y")^^osa, g=0/+y")sina 



a</ 



aa 



a^ dii . \ ay/' 



dt 



d/I dj' . 

"7 (M)sa + ^/ sina. 

dt dt 



On a donc enfin, en portant ees diffcrentes cxpressions dans les forniules 
(5) et réduisant 



(6) 



dj- 
d^ 



eosa, 



d;/ 
ds 



Ij: djt' . d/f 

---sma--cusa; 



i 
dt 



suia, 

dy 
di' 



dT 




I 




dT 


dx 




+ 




da 


dli 
dt 


cos a 




3/1 

dt 


sina. 



ou les deux premieres forniules sont évidentes géoniétriquenient. 
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On a de ineine 

(Vx . da d^y da 

11? = ~ "*"' * ,7; ' 1?^ "^"^ ' ds 



r/*j» a /f/^^\ , 3 /J*c\ (/</ </' V d (d*i\ , 3 (dy\ da 

dt' 



dl^ di 




ce qui doiinc 




• 


(?v- 




,/s' 


<r.c 


- ^y , 



Tii"^ ~ ii \dt) "^ 3^ \^/ 



siii« */*// cos « 



^/ + /' da jf + 2 



r 



d^.V aV' . d'*J> (dit , dl»"\^ 8ill« 

di"" dt^ dt' \dt dt / jj + 2' 

Les équations (i) du luouvenieiit peuveiit s^écrire 

d^ X rnd^jr^ . dT dx , ^ 

"'dr = -^d? + ihd;;+"'^ 

((/'' ds du d.s 

m 

en niultipliant Iti preiuiére de ces équations par sina, la deuxiénie par 
— cos a et les ajoutant, apres y avoir reniplacé les differentes dérivées 
par les valeurs que nous venons de calculer, on obtient la relation 



m 



II 
dt 



>dp . dp'\'' I "I T r s 



en multipliant la preniiére des équations du mouvement par cos a, la 
deuxiémc par sina et ajoutant, on obtient une seconde relation 

d'p dT i , /v I v • \ 

— »i^:rn = :r- t-i — jt. + m (A cos a + i sm a). 

dt' da }f -j- JJ ^ ' 

Les expressions Xcosa+ i^sina, — -Xsina+ ^^osa sont les compo- 
santes tangentielle et normale de la force extérieure rapportée a Tunité 
de masse: si nous les appelons, pour abréger, (P et ¥' 

(p = Xcosa + ysiiia, V'' = — Xsina + l^eosa, 



* 
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nous aurons les deux équations suivaiites 



(7) 






Dans le cas le plus general qui puisse se presenter, X et Y et, par suite, 

et V sont des fonctions données de or. ^ y , ol , — \ -j ^ s et t: a Taide 

des relations (2), (4) et (6), on poiirra exjprimer et ¥'' en fonction de 
oLjtyp et des dérivées partielles de p par rapport ä a et <; de plus m 
étant une fonction donnée fi^s) de Tarc 5, on aura 

m = f{p + i/'). 

Donc les équations (7) Seront deux équations siniultanées délinissant T 
et p en fonction de a et <. En éliininant T entré ces équations, on 
obtient une équation du quatriéme ordre 

qui définit p en fonction de a et <. 

A toute intégrale particuliére de cette équation correspond un niouve- 
nient possible du fil, a condition que la valeur de la tension T fournic 
par la premiére des équations (7) soit positive, 

2. A vant de passer aux applications, je me propose de montrer 
rapidement comment les équations (7) peuvent ötre déduites de celles que 
donne M. Resal dans le premier volume de son Traité de mécanique gé- 
nérale, pages 321 et sui vantes. 

M. Resal désigne par v et u les composantes de la vitesse d'un 
point du fil suivant la tangente et la normale au fil, et par jr et ip les 
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composantes suivant les mémes directions de raccélération du méme point. 
On a donc 



dx . dy . 

v = -rr COS « + "77 Sin « , 

• lU ut 



d*x , d*y . 



dx . , <iv 

/* = — , " Sin ot 4* jT ^-os a 



= - 



d* X . , fi*w 

-, Rina + -jfi cos^a. '■ 



dt 



dt 



.D'aprés les expressions trouvées précédemnient (foriimleg 6 et suiv.) pour 

dx du d*x d*y i ^» ^ 



(9) 



?.' = 



di' 



u = 



9p' 
dt 



if = 



dl 



t ' 



^ 3<' ~ \3< ^ a< / y/ + 7'"' 



Les équations (4) <le M. Resat. (loc. oit. pag. 323), dans lesquelles 011 
remplace s par »m, deviennent donc 



7'!^^ 4. ,„r r -I- ^y - 1 ^' + '^i.'"! '— L— 1 - 

' ./x + "i. + a/' I di ^ dl j ^' + 2'"'] "" 
Les quantités s , a et t sont liées par la relation 



s = p -\- i)" 



q*ui donne 






(,'■ + ir)ii , 



1 



___ • 

/""" * ■ I • /// ' 

S 2^ "T p 



d^autre part, on a 



ij/r ___ rrda _ rr i_ 

ds ?« da ?« j/ + 2 



»»/ 



* 

En rerapla^ant -y- et -^ par ces valeurs dans les équations ci-dessus, on 
retrouve les équations du niouvement (7). 
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Remarque. I)'apré8 les significations géoTnétriques de p et ^/^ il est 
facile d'établir géométriquement les formules 

3. Dans le cas particulier oii les coinposantes et V'' ne d«pondent 
qiie de ,9 et a, on peut transforrner les équations du mouvement en deiix 
autres définissaiit Tarc s et la tensioii T en fonction de a et /. Pour le 
montrer, rappelons les formules 

s=i> + P", n = %^ = ;/ 4- /" 

oii p désigne le rayon de courbure du fil. Les équations du mouve- 
ment deviennent 

En diflférentiant la soeonde de eos équations par rapport a a ot la re- 
tranchant de la premiére, on a 

I 
d 



ce qui s'écTit aussi 



;[^ a«v) ~a7r ¥ä - }, U/' ) — ^ + "^ ' 



T 






De méme, en différentiant la premiére des équations ci-dessus par rapport 
a a et en Vajoutant a la seeonde, on a 



5 ' 
2 97' „. «//>_ 3 .1 ,3k\' 

iiiftda da 3« ^> ' 3</ 


— '/•' - 


- (p- 


3V 
9/' 



• « < 



ce qui se<*rit aussi 

2 d / T \ 



\mpda \'mp 






. Sur lo inouvemetit dun fil dans un plan fixe. 
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Dans ces équations, <!>' et W désigneut les dérivées de (P et W par rapport 
a a: par exemple, comme dépend de a direct^ment et par rinteriné- 
diaire de 5 






Si Ton fait, pour simplifier 



T = 



Y w?/> X j 



il vient 



(lO) 



"'Lv'wi/> ' da* Vy m/7/ I y^mp ?«' /> ' ^^ 



) — V + (t>' 



2 al 



V'»w/> 



al _ ^ ri /a« * 
a« "~ aa|/> \ar' 



a/5* 



équations qui défitiissent 2: et ä en fonction de oc et /. Dans ces éqna- 

a^ • 

tions p est egal a — et m est une fonction donnée de s. 
. ° da 

Loraque la seule force extérieiire est la pesanteur on a 

= — r/ sin a , V-* = — fj cos a 

r + (i> --^ o, </>'— 7'= o 

et les équations (lo) prennent la méine formo quc si la force extérieuro 
était ww/te. 



4. Équations (Véquilibre, — Pour trouver les équations d'équilibre 
du fil sons Taction des forces données, il suffit de chercher a vérificr les 
équations du niouvemont (7) par une fonction p indépendante du temps 
/; en effet, le fil étant supposé en équilibre, les composantes tangentielle 
et normale 






a/ 



de la vitesso d*un point du fil doivent etre nulles, donc j> doit dive in- 
dépendant de /. Dans cette hypothése, les équations (7) deviennent 



(•o 



t T= — m{p' + p'") T 



j£ta mathematica. 13. Imprimé U 18 septcmbrc 188S. 
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d'ou, par rélimination de T 

l[m{p' + i/") V] - m{p- + /")</> = o, 

ce qui est iine équation du quatriéme ordre définissant p en fonetion de 
a. Dans cette équation, vi est une fonetion donnée de 5 et <^ et ¥^ des 
fonctions données de rr , ?/ , 5 , a: 

"' = /■(«) = Al' + i>") 

m 

(P = 0{Xjf/jS, a) =^ 0{p' sin et + y cos a , — i>' cos a + p'' ^^>" « > i^ + P'\ «) 
V'' = y''(j: , y , .9 , ot) == y'*(;>' sill a + ^/' ros ot , — 2^' cos a + //' sin a , J^ + jr/' , a). 

Les équations (ii) résultent iinmédiatement des équations d'équilibre 
bien connues: 

T = — mpV'\ - = — 7n0 
oii p désigne le rayon de courbnre de la figure d'équilibre 

Nons n'avons rappelc ces équations quV*n vue do certains théorémes qui 
se présenteront plus loin. 

Dans le oas particulier oii la force extérieure dépendrait unique- 

ment de 5 et a 

= 0{s , ot), r = V^\s , ot), 

il serait plus simple de prendre, dans les équations d'équilibre, s coinme 
fonetion inconnue de a: Ton aurait alors pour déterminer s en fonetion 
de a> Téquation du second ordre 

— ( w tf' - — m— = Oj 

da \ da/ da 



% 



ou 



C*est*le cas qui se présente quand la seule force extérieure est la pesanteur. 
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Dans ce dcrnier cas, los équatioiis (lo) danrient immédiateinent pour 
réquilibre 

sJmo ^«* \Jmn/ 



C 



W^ == — 17 ^ j fm ds = C tång (a — ot.). 

'^ COS'(« — öty) «/ ©V 0/ 

En revenant aux équations du mouvement, flous allons tåclier d*en trouver 
des Solutions particuliércs ayant des significations simples. 



II. 

Applicatlona ä quelqiies problépnea. 

5. Dans les applications des équations précédentes, nous aurons 
fréquemment a résoudre un probléine que Ton peut énoncer comme il 
suit: 

Soient deux variables indépendantes a et ty ^i , -4^ , . . . , -4„ des 
fonctions de la variahle a seule, T^^ T^y , . , ^ T^ des fmictions de la va- 
riahle t seule; que doivent étre ces fofictions pour qu'il puisse exister entré 
elles une relation de la fornie 

(12) A,l\ •\-A,T, + ... + A„T„^o 

ayant liea (pielles que soient a et t? 

• 

Nous doiinerons la solution pour le cas de n = 4, en reinarquant 
que le cas oii n aurait une valeur différente se traiterait exactemcnt de 
la niéme fa9on. 

Soit donc å vérifier la relation 

(13) A/T, + A,l\ + Ä,T, + AJ, = o 

quelles que soient a et t. Différentes hypothéses se présentent: 

i^) Supposons d'abord les fonctions A^jA^yA^^yA^ linéairement in- 
dépendantes^ c'est a dire supposons qu'jl n'y ait entré elles aucune relation 
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- « 

linéaire homogéne a coeftlcients coustciiits (incjépendantg de a). Ålors la 
relation supposée (13) ne pourra étre vérifiéc que si Ton a 

T, = T, = T,.= 'l\ = o, ■ 

et les tbnctions A^ , A^^ , A._^ , A^ seront arbitraires. 

2°) Supposoiis qu il existe entré les fonctionij A^jA^, A^ , A^ une et 
une seule relation linéaire homogéne a coefficients constants 

k^A, + k^A.^ + k.^A^ + k^A, = o. 

Coninie les quatre coeffieients k^ , k,^ , k.^ , k^ ne 8ont pas tous nuls, sup- 
posons, pour tixer les idées, k^ différent de zéro; nous pourrons alors 
résoudre eette relation par rapport ä A^ et porter la valeur de A^ dans 
lequation (13) qui deviendra 

A,{l,-J\-kJ\) + A^cJ^-kJ^) + A,{k,'I\ - kj,) ^ o. 

% 

Puisque les fonctions A,^ , A.^^ , A^ sont linéairenient indépendantes, les 
coefticients de A,^ , A^ , A^ dans eette derniére équation doivent ötre nuls; 

ee qui donne 

' T T T T 
— = — = — = — . 

'»^1 ^« K k^ 

3°) Supposons quil existe entré les fonetions A^ y A^, A^, Ä^ deux 

et seulement deux relations linéaires liomogénes distinetes ii coeffieients 

constants 

h\A^ + Ä-.^.l, + k.A.^ + k^A^ -- o 

Ä,^i + h^A^ + \A^ + h^A^ = o. 

Coninie tous les déterniinants kjij — kjU^ ne peuvent pas étre nuls, sup- 
posons ÄjÄ.^ — li^k,^ différent de zéro. Nous pourrons alors résoudre les 
deux relations précédentes par rapport h, A^ Qt A^ ce qui nous donnera 
des expressions de la forme 

A, , /ij , X^ n /ij, étant des constantes faciles a exprimer a Taide des con* 
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stantes ki^hj. Portoris ces expressions de A^ et A^ dans Téquation (13); 
nous aurons * 

MK'A + K'J^. + T,) + A,{,ij, + lij, + T,) =.0. 

Comnie les fonctions A,^ et A^ tjont linéairenient indcpendantes, il faudra 
que Ton ait 

4°) S'il y a, entré les fonctions -4j., A^^ A^^ A^ trois relations li- 
néaires homogénes distinctes a coefiicients constants, on en conclura 

ii = éi = dl = dl 

A, A, A, A^ 

'*i 5 ''a j ^8 » '^ étant des constantes; Véquation (13) donne alors 
5"") Enfin si lon a 

A. = An ^^^ A., = A. = O 

1 3 t> 4 

les fonctions Tj , T^ , Tg , 2I|^ sont arbitraires. 

6. Revenons maihtenant a la ,question de luécanique et supposons 
que la force extérieure appliquée a un element du fil dépende unique- 
inent de la position de cet element c^est a dire de ses coordonnées et de 
son orientatioil; alors X et F seront des fonctions de o? , y et a, et il 
en sera de méme de et V'' de sorte que Ton aura 

= (l>(^x ^ 1/ ^ a) = 0{p's\noL + ^/'cosa , — jr/cosa + p"s\na , a) 
V'^ = (p'(x , y , a) = fp\p' sin a + P" cos a , — ^ cos a + p" sin a , a). 

Cherchons si, dans ces conditions, le mouvement du fil peut consister en un 
glissement le Imig cFune courbe géométrique fixe, ou, en d^autres termes, si 
le fil peut affecter une figure de repos apparent dans Vespace. 
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Pour cela, il faut et il suftit que la composante u de la vitesse de 
chaque point du fil nonualeineiit au fil soit nulle. Comine on a trouvé 

pour que w soit constaTniiieiit nul pour chaque point du fil, il faut et 
il sulfit que la fonctioii ^ de a et ^ soit de la forme 

ou Å dépeud de a seulemeiit et ö de < seulemcnt. En désignant par 
-4', A\ . . . , ö', ö", ... les dérivées des fonctions -4 et ö par rapport aux 
variables ot et i rcspectivement, nous aurons 

/>' = A, p" = A", . . . 

u~ ' it* ~~ ' ' ' ' 
du du" 

i = ^' i = °' 

Portant ces valeurs dans Téquation du mouvement (8), on obtient lequation 

(14) äll''*^" — ^<^^' + ^"') ^1 + '^*(^' + ^"')(* + O == o, 

dans laquelle m est une fonction donnée de 6* 

m = f{s) = fip + /') - t{A + A" + &) 

tandis que ut 1'' sont des fonctions de la seule variable a 

= 0(^'8ina + J."coöa , — -4'cosa + -4" sin a , a) 
. *• = r{A' sin a + ^"cos oLj—A' cos a + A" sin a , a). 

Nous examinerons successivement le oas ou le fil est homogéne et le cas 
ou le fil est hétérogéne. 

a) I^ fil est homogéne; m est une constarUe, Cq cas a été ej^äniiné 
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par M. Leauté.^ L*équatioD (14) devient alors, apres suppression du 
facteur w, 



da 

ou bien 



1-\{A' + A"yF] — {A- + A"'){0 + ^0 = o 



^'-=-^ + ÄTiF'j;M + ^"')n 



Le premier membre qui ne dépend qiie de t ne peiit étre egal au seepnd 
qui ne dépend que de a, que si les deux membres sont constants. Done 
on a 

K j K^ y K^ désignant des constantes; puis 

(15) ^J{A'-^A'")^'-]-{A' + A"'){0+K) = o. 

En intégrant cette derniére équation on aura A ^n fonction de a: alors 
p sera donné par 

p = A+ 8=^ A + -KV + K^t + A, 

»I 

et la tension par la premiére des formules (7) qui devient, dans le cas 
actuel, 

T = mff' — m{A' + A''')^r = m{Kf + K,y — m{A' + A"')^. 

La composante tangentielle de la vitesse d'un point du fil est 

elle varie proportionnellement au temps. De plus la courbe suivant 
laquelle est disposé le fil, c'est a dire la fiffure de repos opparent du fil, 
est définie par les équations 

X = A' sin a 4* -4" cos a, y = — A' cos a + -4" sin a 

- ■ ■ — - — — ^^ — - — . — — — 

^ Comptes rendus, lO novembre 1879; Bulletin de la Société Philo- 
mathique, l8 novembre 1879. 
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dans lesquelles A satigfait a lequation , (15); et cette équation n'est autre 
chose que Téquation d'équilibre du fil (N® 4) dans laquelle p se trouve 
remplacé par A et la composante tangentielle par 0-^K. En resumé: 

Lorsque les forces extérieures appliquées å un fil homogéne dépendent 
seuletnent de la position de V element du fil et que le fil conserve une figtire 
permanente, la vifesse de glissément du fil est proportionndle au temps, et la 
form^ permanente du fil en mouvement est la figur e d'équtlihre que prendrait 
le fil si la composante normale de la force exférieure restait la méme et si 
la composante tangentielle était augmentée d^une constante égale ä- Vaccrois-, 
sement de la vitssse de glissément 2>en4ant Tunité de temps. 

Par exemple, si Ton suppose que la seule force extérieure soit la 

pesanteur, on aura, en prenant pour axe des coordonnées y une verticale 

dirigée vers le haut, 

• X = o, Y=-g, . 

= — <7 sin a, ¥ = — g cos a; 

et Téquation (15) deviendra 

l^ [{A + A") eos a — [A + ^'")(«»" "^ ~ f ) ^ ""' 



d'ou en intégrant 



^■+^'" = J»H0+4-)l 



9 



C étant une constante arbitraire. On a alors, pour déterminer A^ une 
équation linéaire a coefficieiits cpnstants avec second mernbre. L*6qua- 
tion que nous venons de trouver est ce que Ton appelle quelquefois 
réquation intrinséque de la courbe le long de laquelle glisse le fil. En 

eflFet, la quantité A + A" est égale a ~ c^est a dire au rayon de cour- 

bure p de la courbe: Téquation ci-dessus donne donc p en fonction de 
a: dans le cas particulier ou Ä'= o, elle se réduit a 

C 

' CCS a 

équation intrinséque de la chainette. 
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b) Le fil étant hétérogéne, on aura, 

,„ = /•(«) = f{p + p"), ^ = (/ + p"')f'{p + p") 

en appelant f\s) la dérivée de la fonction /'(s). Posons pour abréger 

et remarquons que 

nous aurona d'aprés Téquation (14) 

(16) {A + yl'")[Ö'*' — {A' + A''')V']o}{A + yl" + ») — 1^ M' + ^"')V1 

+ {A' + A'"){0 + »") == o. 

Telle est Téquation qu il faudrait chercher a vérifier en mettiint pour A 
une fonction de oc et pour 6 une fonction de /. Le probléme pourra avoir 
une solution ou n'en pas avoir suivfint la forme de la fonction &. Si 
d}{s) était une fonction ratiomieUe de 5, Téquation (16) serait une rela- 
tion de la forme (12) du N° 5 et on pourrait lui appliquer les con- 
sidérations développées dans ce N° 5. 

Le resultat est simple si Ton suppose la fonction ö)[s) égale a une 
constante c, c'est a dire 

On a alors, en posant A' + -4'" == p, Téquation 

(16') 7>ö" + pfr- + f,{0 - cpr) —l^{/>r) = o 

qui rentre dans In forme (12) ou n = 2, en faisant 

A, =p. A,=p{0-cpr)-l^{p¥) 

r, = rfr' + s'\ T, = I. 

Il est impossible que les fonctions A^ , A^ soient linéairement indépen- 
dantes, car il faudrait alors que les fonctions T^ , T, soient nulles et on 

Acta mathem0tiea. 13. Imprimé !• 23 leptembre 1888. 3 
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a 7'^ = I. Ainsi il existe au moins une relation linéaire homogéne a 
coefficients constants entré -4, et A^: d^autre part il n'en peut exister 
qu'une, car antreinent on aurait 

A^ = o, ^5 = o, 

ce qui ost impossible, la relation 

p = A' + A" = o 

ne. définissant pas nne courbe mais un point. 

La fa^on la plus gonérale de satisfaire a Téquation (i6') est done 
de supposer qu'il existe une relation linéaire homogcne a coefficients con- 
stants entré les deux fonctions A^ et A^, c'est a dire de supposer 

:d.» — :!« • 

on aurait alors 

k/l\ +l\T^ = o. 

D'aprés les expressions de A^^ A^. T^ , T^ et en faisJlnt 

on aura, pour définir la figure permanente du fil, Téquation 

et, pour définir Ö, Téquation 

rfi^^ ^ ft" ^ hr ^ o 

d'ou Ton tire facilement R' par une tangerite trigonométrique ou hyper- 

bolique suivant que la constante h est positive ou negative. Gette so- 

lution comprend, comnie cas particulier intéressant, celle que Ton obtient 

en faisant 

h = —K\ B' = K. 
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Daris le cas particulier oii h est nul on a " 

La tigure de repbs apparcnt est alors définie par Téquation 

identique ä réquatiou d*équilibrc (page lo). 

Bemarque. Le probléiiie de M. Léauté et le probléme plus general 
que nous venons de traiter peuvent encore.étre résolus lorsquc la force 
extérieure au lieu de dépendre seulement de la position de rélénient 
varie proportionnellement quand, ic , y , a restant constaiits, le temps t 
change. Dans ce oas on aura pour et V'' des expressions de la forine 



6^ dépendant de t seul, 0^ et V\ de Xyj/ et a. L*équation (14), pour 
le oas du fil homogéne, donne alors 



K^' + Ä"'m - {A + .4'") [</>,• + ^^] = o 



d*ou Ton conclut, conime précédennnent 



^=^K, ^ P' + Ä"-)1\] - {A' + A'")[<!>, ^■K] = o. 



La figure de repos apparent est alors Ja figure d'équilibre d'un fil 
sollicité par la composante normale H\^ et la composante tangcntielle 
0j + K) quant a la vitcsse de glissenient, elle est 



ff =fK8^dt. 
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7. Le probléme que nous venoiis de résoudre est un cas particulier 
du suivant:^ 

Chercher $'il existe un nwuvemmt da fil pouvant se représenter par le 
glissement du fil le long (Fune courhe de forme invariable animée d'un mouve- 
ment de translation^ et déterminer ce mouvement du fil s'il existe. 

Dans cette hypothése, les coordonnées d'un point du fil doivent ö*ex- 
priiner en fonction de a et / par des expressions de la fonae 

c et jy étant des fonctions de t seul, /'(a) et //(a) des fonctions de a 
seul. Comme on a 

p' ^=z X sin a — y cos a 

on voit que dans le cas actuel on devra avoir 

p' = ^sina — 7] cosa + f{^) sina — [/{a) cosa 
d^ou 

/) = — c cos a — jy sin a + A + 6 

A étant une fonction de a seul, ^ j rj y 6 des fonctions de t seul. Nous 
désignerons par A\ A" , . . . les dérivées de A par rapport, a a, et par 
fS v'> ^y ^'' V' ^'? • • • l^s dérivées de 5 y7j ^ S par rapport a i. La 
forme de la courbe le long de laquelle glisse le fil est définie par la 
fonction A; car Téquation intrinséque de cette courbe est 

p= p' ^ p*" = A' + A'". 

Le mouvement de translation de cette courbe est connu quand on con- 
nait f et jy en fonction de t\ enfin la vitesse de glissement du fil le long 



' RouTif, Advanced rigid Dynamics: Oa steady motion, p. 299. 
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de cette courbe est — 6^. Gette derniére propriété résulte de ce que 
les projections de la vitesse d'un point du fil doimécs par les fonnules 
générales 

-j. = -f sm a — ry- cos a, -^ = — -i- cos a—~ siu a 

dt di dt dt dt dt 

ont actuellement pour expressions, d^aprés la forme particuliére supposée 
pour Pj 

37 = f — « cos a, -17= 'n — ^ sin a; 

rt^ dt ' 

ces fonnules montrent que la vitesse d'un point du fil est la résultante 
d'une vitesse de translation ayant pour projections f et rj et d'une vitesse 
de glissement — & dirigée suivant la tiingente. 

Les coordonnées d'un point de la courbe le long de laquelle glisse 
le fil sont alors 

o? "^ c + -4' sin a + A!' cos a, !) = "^ — A' cos a + A" sin a 
et lon a 

s = p + p" - A + Ä" + », p = 1/ + p- =-. a: + A'-. 

Comme le fil est en repos apparent par rapport a des axes de direc* 
tions fixes nienés par le point (c, rj)y le inouvement relatif du fil par 
rapport a ces axes est du genre de ceux qu a étudiés M. Léauté et dont 
nous nous sommes occupés dans le nurnéro précédent. 

Si Ton suppose m constant, Téquation du mouvenient devient 

l[ö'^ — (^' + ^"'X*'" + r sin a — ly" cos a)] 

+ {A' + A'%0 — r cos a — iy"sina + 6") = o 
ou, en développant 

(17) {A' + ^^0(r 4- e' sin a — rj" cos a) 

— {A + A")((P—^:^— 2f'cos(x— 2iy"sina + #") = O. 
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Il faudrait vérifier cettc équation en y inettaiit pour A uiie fonction 
convenable de a et pour $ j rj y & des forictions convenables de t . 

Si et V^' sont des fonctions ratioimelles dexeti/jon sera coiiduit 
a une équation de la forrne (12) que Ton traitera conime nous Tavons 
indiqué dans le N° 5. 

Nous allons traiter complétement un oas simple, ä savoir le cas oii 
et ^f' seraient fonctions du seul angle a, coninie il arriverait par- 
exemple si la seule force extérieure était la pesanteur. 

Désignons, comme plus haut, par /> le rayon de courbure A' + A'" 
et par p' sa dérivée A" + -4^^ et posons 

A, = f/r — f)[0 — ~y A,^ -=^'sina + 2/;cosa, 

A.^ = — />'cosa + 2/>sina, ^4 = — P 

T, = I, 2; -c", T, =r/', T, = «". 
L'équation (17) qu'il sagit de vérifier est alors de la forme 
(13) A/I\ + AJ, + A,T, + AJ, = 

» 

examinée en détail dans le N° 5. Nous allons reprendre successivement 
les diverses hypothéses indiquées dans ce N° 5. 

I**) Tous les T^ ne peuvent pas étre nuls, ckr le premier T^ est i. 

2**) Supposons qu'il y ait une relation linéaire liomogéne ä coefli- 
cients constants entré A^^ A^, A^^ A^ 

k^A^ + Ä:,:^, + ^3^3 + A;, il, -= o. 
Alors on a 



/f 



l = L = 2l = ^'. 

A-, fr. A-, A-, ■ 

On peut supposer A, egal a Tunité et on a pour f", tj" , 8" des valeurs 
constantes' 

c" = k,, rj" = Ä„ 6" = k,. 
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Quant a la figure de repos apparent par rapport aux axes niobiles de 
directions fixes menés par le point (c , ly), elle est donnée par Téquation 
différentielle 

A^ + k^A^ + k^A^ + k^A^ = o 
c est a dire 

p*W — />( — J") + A*,(/>'sina+ 2^cosa) + Ä^3( — ^'co8a+ 2/?sind) — ^\/> = o 

qui définit p et par suite A en fonction de ^: la détermination de p et 
A est ramenée a des quadratures. 

Dans la solution qiie nous trouvons ainsi et qui est évident^j a priori, 
les axes mobiles de directions fixes menés par le point (f , yj) sont aniniés 
d'un mouvement de translation uniformément aceéleré; la figure de repos 
apparent du fil par rapport a ces axes est la figure d'équilibre que 
prendrait le fil si Ton ajoutait, aux forces agissant réellement et ¥', 
une force (force centrifuge) ayant pour projections sur les axes — k^ et 
. — ^3 et une force tangentieile fc^; la vitesse de glissement du fil — (9' 
varie proportionnellement au temps. Ce resultat s'applique immédiate- 
ment au mouvement d'tin fil homogéne pesant dans un plan sur lequel 
il glisse sans frotteraent. 

Nous pouvons; par exeraple, appliquer cett^ méthode au probléme 
traité par M. RouTit dans Touvrage déja cité Advanced rigid Dynamics, 
page 300, § 525 Form of an deciric cahle, probléme qui peut /énoncer 
ainsi: Un cable est déposé sur le fond horizontal d'une mer par un 
bateau animé d'un mouvement rectiligne uniforme, la longueur du cable 
déposé pendant un intervalle de temps quelconque étant égale a la 
quantité dont avance le bateau dans le méme temps; trouver la forme 
du cable supposée permanente. 

D'aprés rhypothése, cette forme du cable est permanente par rapport 
Ii un systéme d'axes mobiles situés dans un plan vertical et entralnés 
avec le mouvement du bateau. L'origine (f , yj) de ces axes sera donc 
animée d'un mouvement rectiligne uniforme et en prenant un axe des x 
horizontal on au ra 

5y = o, $ = et - 
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C désignant la vitesge du bateau. La vitesse de glissement du fil le long 

de la courbe geometri q ue suivant laquelle il reste disposée étant égale a 

c, on a 

#' = c, # = et. 

Les quantitcF; ly", c", ^" sont doiic nuUes actuellement ainsi que les con- 
stantos k^ , k^ , k^ et Téquation dcfinissant la figure permanente du fil est 



/>'^'"-K^ -3-^^ = 0- 



Supposons que la résistance de Teau sur un element du cable soit dirigée 
en sens contraire de la vitesse de cet element et proportionnelle a cotte 
vitesse, et appelons g' la pesanteur apparente du cable dans Teau: les 
composantes tangentielle et normale de la résistance seront de la forme 
— /£V et — fxUj v et ii désignant comme précédemment les composantes 
tangentielle et normale de la vitesse d'un element; puis les composantes 
tangentielle et normale de la pesanteur // seront 



— // sin a, — (/ cos a . 



On aura donc 



(P = — (/ sin a — /ir = — (/ sin ol -{- /i;^ 

vt 



V' = — fl' cos a — fiu = — //' cos OL + fij! 



car 






Comme actuellement 



2) = — c cos a — Tj sin a + A + 9 = — rt cos a + A + cf, 



on a 



dp dp 

dt ' "^ ' n 



et il vient 
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« 

(P = — .(/'(sin (t + eco&a — c), 
W = — g'{co& a — esm 7) 



en posant 



9 



Uéqnation diflférentielle devient alors 



// 2 sill a + 2c cos a — e 
p COS a — e sin a 



d'ou 



log p — — 2 loff (cos a — e sin a) — e I -. — 

^* ^ ^ ^ J cos « — e sm a 



(cos a — e si 



, 3 . « I ' 



ce qiii est Téquation intrinséque de la courbe. 

3°) A c6té de la solution générale précédente qui convient quelles 
que soient les expressions données de ét y* en fonction de a, il peut 
s en presenter d^autres pour des lois particuliéres de forces. Nous les 
trouverons en supposant qu'il existe entré les fonctions A^ ^ A^, A^, A^^ 
deux relations linéaires hoinogénes distinctes a coefficients constants 

K^\ + ^'2-^3 + ^'3^3 + ^A^A = o 
h^A^ + h^A^ + Ä,^3 + h^A^ = o. 

Nous verrons, dans Texamen du oas suivant, que l\ et /?, ne peuvent pas 
étre nuls en méine temps; on peut aussi a^assurer qué les déterrninants 

ne peuvent pas étre nuls en meme teinps, car s ils ctaient nuls on aurait, 
en éliminant A^ entré les deux relations supposées, 

Acta mafhematira. 12. Imprimé le 24 Heptcmbro 1888. 4 
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d*ou 

A, = o, 

puisque les deux relations supposées sont distinctes. Mais A^ qui est 
egal a — />, ne peut pas étre nul, donc les deux déterminants 

ne peuvent pas étre nuls en méme temps. Supposons le premier de ces 
déterminants différent de zéro et résolvons les deux relations linéaires 
par rapport a A^ et A^: nous aurons 

A^ = C\A^ + C^A^ 
(18) 

A, =E,A, + E,A, 

(7j , C^ , E^ y E^ étant des constantes. En rempla9ant A^, A^^ A^ par 
leurs valeurs, on écrit la premiére de ces relations (18) 

// sin a + 2p cosa = C\{ — p' cosa -f ^P ^»^^ «) — ^V^ 

ou en posant 

C\ = tgy9, C;cosy9= — r, 
on a 

// sin (a + y?) + 2p cos (a + y9) — cp = o. 

Intégrons cette équation et désignons par G une constante, nous ob- 
tiendrons 



^-^rTj)['^(r^)] 



c 
J 



ce qui est Téquation intrinséque de la courbc le long de laquelle glisse 
le fil. Cette valeur de p devra vérifier la seconde des équations (18). 
En exprimant cc fait, nous aurons une relation entré les composantes 
et V'*; de sorte que, comme nous Tavons déja dit, le cas actuel ne peut 
se presenter que pour certaines lois spéciales de la force extérieure. 

Pour obtenir, sous la forme la plus simple, la relation entré et 
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¥*', remarquons que Ton peut toujours faire tourner les axes de fa9on a 
amener la constante y9 a étre nuUe: alors 

6\ = o, C^ --= — c 

^ sin* a \ ° 2/ *. 

La seconde des équations (i8) devient si Ton y remplace A^ ^ A^^ A^ 
par leurs valeurs 

P' ^' — p{^ — j;j) = -Ej(— /?'cosa + 2psma)~E^p] 

9 

d'ou lon tirc, en reinpla9ant - par la valeur que lon vient de trouver 

p c — 2 cos a 

p sin a 

m 

(19) (V-' + E^ cosa)(c' — 2 cos a) — l(P — — + 2Ej sin a — iJJ sin a == o. 

Tel le est la relation qui devra lier les composantes et tf*'. 
Les relations (18) donnent, puisque C\ ~ o et C\ =^ — c, 

A^ = — cA^, A^ = ^1^3 + ^2^v 

et en portant dans la relation 

A,T, + A,T, + A,T^ + A,T, = o, 

A,{E,1\ + 1\) + A,{E,7\ - c2\ + rj = o. 

Mais, les fonctions A.^ et A^ étant linéairement indépendantes, cette rela- 
tion ne peut avoir lieu que si Ton a simultanément 

cest ä dire, en reinpla9ant T, , T, , T.^, 7\ par leurs valeurs i , c", rj", Ö" 

E, + 7" = 0, i;, — ef + Ö" - o; 
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d'oii Ton tire enfin 

H = c^ — '-E,t' + E',t + F4' 

E\ ^ EW E', , E'^' désignant des congtantes arbitraires. 

On voit que tj est une fonction du second degré de f; quant a c 
on peut le choisir arbitrairement en fonction de f , Ö est alors déterminc 
par la seconde des équations précédentes. 

Ainsi, en supposant les coraposantes (P et ¥*' liées par la relation 
(19), on aura un mouveinent permanent du fil dans lequel le fil est 
constamment disposé suivant la courbe ^ ayant pour équation intrinséque 



^ sill'* a \ ° 2/ 



et glisse avec une vitessc — W le long de cette courbe supposée in- 
variableinent liée a des axes inobiles de directions fixes passant par le 
point (c, rj). \ 

Cette solution pourrait aussi ctre obtenue par la théorie du mouve- 
nient relatif associée ä la remarquc de la page 19. 

El le sapplique au cas iinpbrtant ou la seule force donnée est la 
pesanteur: en effet on a alors 

r= — g sin a , ?*' = — g cos a , 

de sorte que la relation (19) est vérifiée si Ton fait 

E, =ff, E,=o: 

on a de plus, d'aprés les valeurs générales de $ , rj , 6 

i' = —9, fe'" = cc", 
d'oii 

V = Vo -f (< - '.)'. H = c^ + c't + c", 



X t^ 



Ccttc courbe est ccllc que nous avoDS déjå trouvéc ä la page 1 6. 
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$ étant une fonction arbitraire de /. On peut donc dire que réquation 
du mouvement d'un fil hoinogéne pesant dans un plan fixe 



adniet Tintégrale 

p = — c coö a — 7j sin a + ^ + W 
c*est a dire 

p = c(6' — cosa) — 7j^ —\9it — t-oY I sina + A + c't + c" 

ou ^ est une fonction arbitraire åe t ^ c ^ c' ^ c" des constiantes arbitraires 
et A une fonction de a définie par Téquation 

p = A + ^'" = -^(tg-)'; 

^ ' sin* 6c \ ° 2 / 

ce qu*il est aisé de vérifier directement. 

4°) Enfin, s*il existe trois relations linéaires liomogénes a coeificients 
constants entré A^jA^jA.^y A^ ou deux relations lincaires homogcnes ä 

■ 

coeölcientij constants entré A.^ , A.^ ^ A^ on en déduira 

^ = i = ^-1 

^, ^i ^4 

^2 > ^3 > ^4 étant des constantes, c'e8t ä dire 

/>' sill a + 2p C08 a — p cos a + 2p sin a p ^ 

m 

d'ou Ton tire par rélimination de - une valeur constante pour a, ce qui 

P 

est impossible puisque, dans tous nos calculs, a est pris pour variable 
indépendante. 

Cependant ce resultat suggére Tidée que le fil peut afifecter la forme 
d'une ligne droite de direction fixe. On verra sans peine si un pareil 
mouvement est possible en cherchant ä vérifier les équations primitives 
(i) en posant 

X = ^ -^ s eos a, y ^= rj -{- ssma 
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a étant une constante, s Tarc de courbe et c?^ des fonctions de if; ce 
qui ifofiFrc aucune difficulté. 

8. On résoudra de la méme fa9on d^autres probléines analogues 
aux précédents. 

Cherchons, par exemple, en supposant que la force extérieure ne 
dépende que de la position de rélément, si le inouvement du fil peut 
étre représenté par un glisseraent le long d'une courbe restant homo- 
thétique d'elle-méine par rapport a Torigine. 

Pour que les deux droites 

« 

X sin a — y cosa = F{a) 
X sina — y cosa = i^\{^) 

enveloppent des courbes honiothétiques par rapport a Torigine, il faut 

et il suffit que Ton ait 

F,{a) = kF{a) 

k étant le rapport d*homothétie. Nous avons écrit Téquation de la tan* 

gente au fil 

X sin a — i/ cos a = i>'; 

quand t varie, y devra étre multiplié par un facteur indépendant de a; 
p' sera donc de la forme 

p' = fÅt)M 

et p de la forme 

p = AB + 6, 

A étant fonction de o , ö et ö, fonctions de t. Alors 

s^p+p" = {Ä + A")9-\- B, 

/>=P' + P'" = (A' + A"')B, 
X = B{A' sin a + A" cos a) 
y — B{ — A' cosa + A" sina); 



« 
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et Téquation du mouvement devient, en faisant m constant 

+ e{Ä' + A'"){0 + ^ö" + «;o = o. 

Les quantités et V^' sont supposées fonctions de a; , ?/ , a : 

0= 0{x,y,oL)= (P[e(^'sina + ^"co3a), ö(— ^'cosa + J"sina),a] 
V'- = r(ir ,tj,a) = r[e{A' sin oe + ^"cos a) , ö(— ^'cos a + ^"sin a) , a]. 

Telle sera Téquation quHl faudra vérifier par une fonction ^ de a 
et des fonctions Ö et 0^ de t. Il pourra se faire qu'il n'y ait d'autre 
solution que celle qui consiste ä supposer constant: on retombe alors 
sur le probléme de M. Léauté (N° 6). Un cas particulier digne d'étre 
signalé est celui ou et W seraient homogénes en x et y; alors une certaine 
puissance de se mettrait en facteur devant et V'*, et 1'équation a 
vérifier rentrerait dans le type (12). 

Nous nous bornerons a traiter le cas ou il n'y a pas de forces ex- 
térieures: 0=9^'= o. Uéquation peut alors s'écrire 

(20) 2»'\A + A"){Ä' + A'") + {Be\' + 2B'B\){A' + A"') 

+ 9B"{{A' + A"'){A — A"-) — {A" + A") A'] = o, 

relation du type (12) ou on ferait n=3 et 

T, = fr\ T, = »0[' + 2(r»\, T, = 96" 

A, = 2{A + A"){A' + Ä"% A,=-- A' -\- A'", 

A^ = {A' + A'"){A — A") — {A" + A''-) A'. 

Les quantités T^ j T^, T-^ ne peuvent pas étre linéairement indépendantes, 
car -4j , ^2 , A^ devraient étre nulles ce qui entratnerait 

A' + A'" = o, 

et la valeur correspondante de A ne définirait pas une courbe mais 
un point. 
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De méme les quantités A^ j A^ , A^ ne peuvent pas étre Hnéairoment 
indépendantes, car T^ , T^, T^ devraient ötre nulles, ce qui entrainerait 

W' = o, /? = const. 

et on retomberait sur le probléme de M. Lkauté (N** 6). 

Supposons que les quantités Tj , jT, , T^ soient lices par une relation 
linéaire a coefficients constants: 

alors on aurait 

2{A + A"){Ä + A'") _ A + A'" __ {A' + A'")(A -~ A") — {A" + A''')A\ 

les deux premiers rapports fournissent une relation qui exige A + A*" = o, 

ou -4 + A" = —T- cest a dire aussi A' + A'" = o : cette solution avec 

rhypothése qui lui a donné naissance, doit donc étre rejetée. 

Il ne reste donc plus qu'une maniére de vérifier Téquation *(2o)> 
c'est de supposer que les quantités A^ , A^, A^ sont liées par une relation 
linéaire » coefficients constants 

(2 1) 2c,{A + A'%A' + ^"0 + c,{A + A-) 

+ c,[{A' + A'"){A — A") — [A!' + Ä')A\ =^ o; 

alors on auraif 

, , ^* 99'; + 2 9'9\ 99" 

Comine c^ n'est* pas nul, posons 



nous aurons 



2ff &' 



d'ou, apres deux integrations bien facilos, 

(23) «=-Ä-(/ + /op 
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en supposant c différent de 2. Dans le cas particulier ou c = 2, on 
aurait 

(24) = l'e''. 

N 

Quant ä la fonction öj, elle est donnée par la relation 
dans laqiielle on a pose 






On en ti re 



aff , ?> 



^ 



b étant une constante arbitraire, d'ou enfin 0^ par une quadraturc im- 
médiate 



h' + 'fw- 






On détenninera ^ a Taide de rcquation 

(25) c{A + A'%A' + ^"0 + a{Ä' + ^"0 

+ (^' + A'"){A — ^'0 — (^" + ^'0 ^' = o. 
En écrivant cette équation 

c{A + A''){A' + ^'") + r«(^' + A"') - [(^' + A"')A'' + (^l" + ^'')-^'] 

+ AA' + A A'" = o, 

on reconnait que Ton pent intégrer tous les terraes et Ton obtient Tinté- 
grale preniiére 



(26) c{A + Ay+2a{A + A'')—2{A' + A''')A' + A' — A"+2AA" = f, 

f étant une constante arbitraire. La détermination de A est done ramenée 
a Tintégration d'une équation du troisiénie ordre et comme cotte équation 
ne contient pas la variable indépendante, elle peut se raniener au second 
ordre. 

Aela mathematlfa. 12. Tmprlm^ le ?4 srptenibre 1888. 5' 
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Gas particulier. Supposons la constante a nuUe. L equation différen- 
tielle qui donne Ä se réduit alors å Téquation 

(27) c{A + A%A' + ^"0 + {A' + A''%A — ^'0 — {A'' + A'^')A' = o 

homogéne et du second degré a coefficients constants. Si Ton essaye 
de vérifier cette equation par une fonction de la forine 

A = Xe^"" 

oii ^ et X sont des constantes, on obtient pour déterminer x Téquation 

rx{i + x')' + x{i + x'){i -^ x') — xXi + x')^o 

qui, apres suppression du facteur x{i + x^ donne 

r(i + x^) + i — 2x^ = o. 
Ainsi en supposant 

2;f* — I 

C = 

I + ;f* 
Ton a la solution A = Ae*'*. La valeur (23) trouvée pour devient 

1— 9x« 

B = k{f + Q' ; 
et celle de 0^ 

Done enfin 

fi et u désignant des constantes arbitraires. 

Pour voir quelle est la forme de la courbe a Tinstant /, calculons 
les coordonnées a: et y par les formules 

X = p'sina + p" cos a, t/ == — p' cos a + jp" sin a, 

nous aurons 

X = [xx^^it + t^) ^ (sin a + X cos a) 

l--2jr« 

y = fixe"'{t + '0) ^ ( — cos a + ;f sin a), 



4x«+l 
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ou, en coordonnées polaires, en appelant B le rayon vecteur et Tangle 
polaire et posant - = tga^ 



1— 2jf» 



d'ovi 



et enfin 



. ,, — cos a + X sin a , , x 

tg 6 == — ; ; = tg (a — a„), 

° 8ina + ;fC0sa ^^ "^ 



a = a, + e 



1—3x2 



équation d'une spirale logarithmique. En écrivant 



r 1— 2*' 1 



on voit que, quand t varie, cette spirale tourne autour de Torigine avec 
une vitesse angulaire w donnée par la formule 

En méme teinps que cette spirale tourne, le fil glisse sur la spirale. 
La tension T est donnée par la formule 



^- g +^) -("•+*•")?- 



en y rempla9ant p par la valeur trouvée 

1—2x2 4x2+1 

V = ^'"« + «i = i^^\t + K)~ + K< + h) " . 

on a 

T= [(i + x')d'^ff + e\Y — x\i + xy^^eff^y 

ou, en réduisant ä Taide de la relation 



2x* — I ' 

T = iL±^e"'e" + 2(i + x^y&e[ + B\\ 



36 P. Appell. 

Remarque I. Lors(|uc x est mil c est a dire c egal a — i, réquation 
qui donne Ä admet la solution 

Ä = a, 
et la valeur trouvée pour 2> devient 

p = (/i« + v)(< + tj. 

Le til est alors disposé suivant un are de ccrcle de centre O et de rayon 
variable 

Ii = f,{t + qK 

Gette expression de p, pour le cas ou x = o, sobtient facileinent comtne 
limite de celle qui a été trouvée dans la supposition x^o. 

Bemarque II, Pour obtenir la solution que nous venons d^étudier, 
nous avons pose 

cette solution n'est adraissible que si c est corapris entré — i et 2 ; car 
si c était en dehors de ces limites x deviendrait imaginaire ainsi que la 
valeur Ae** trouvée pour A: les expressions trouvées pour ti et ti^ con- 
viendraient encore, car ellcs ne dépendent que de x^ 

Par exemple, si c = — 2, la valeur de ;f est + - y/ — i: dans ce cas, 

réquation (26) dans laquelle on pose 

A' + A" = u 

se transfornie en la suivante 

w" + u = —f 
qui donne immédiatement 

a = 2Crcosa + 2// sin a — f 

G et // désignant des constantes. La fonction A est alors donnée par 
réquation 

(28) A' + A" = 26^cosa + 2//sina — /•; 
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dailleurs les valeurs de O et 8^ devienneiit, puisque 

B^-k{t + t,Y , e, ---- bj ^ ^ ~ log {t + /,); 

d'ou, pour p une valeur de la forme 

A étant doiinée par Téquation (28). Pour des déterminations convenables 
de G j II y f cette équation (28) admct uhe intégrale de la forrnQ . 

A = Ij COS \- M 8111 - 

2 ' 2 

L iii M désignant des constantes. 

Ix;s ménies iiiéthodes permettraient de trouver le^ inouvements du 
fil qui consistent en un glissement du fil le long d'une courbe de forme 
invariable animée d'un mouvement de rotation autour d'un point fixe 
du plan. Mais nous ne nous arrétons pas ä cette question et nous passons 
a rétude des oscillations infiniment petites. 



III. 

OscUkUioHs infinlnient petUes autour tVune lyosUion 

d^équUlbre stable. 

• 

9. Supposons que Ton ait vérifié les équationg d'équilibre (11) en 

y mettant pour p une fonction p^ de a et pour T une fonction T^ du 

méine angle: nous appellerons p^ le rayon de courbure de la figure 

d'équilibre exprinié en fonction de a, et s^ Tarc de courbe exprimé en 

fonction de a, de sorte que 

ds. 



^^ da' 

enfin la densité m qui est une fonction donnée de Tarc, sera dans Téqui- 
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libre une fonction de a que nous désignerons par m^. Si Ton écarte le 
fil tres peu de cette position d'équilibre supposée stable, et si Ton im- 
prime a ses points des vitesses tres petites, le mouvement du fil con- 
sistera en de petites oscillations autour de la figure d'équilibre. Dans ce 
mouvement qui est défini par les équations (7), p conserve une valeur 
voisinc de 2\ ^t ^ une valeur vpisine de T^, de sorte qu'on pourra poser 

p=p, +s, T=T, + W, 

c et W étant des fonctions de a et ^ qui, ainsi que leurs dérivées, con- 
servent des valeurs tres petites pendant toute la durée du mouvement. 
En substituant ces valeurs de ^ et T dans les équations du mouvement 
et ordoimant suivant les puissances croissantes de e , TF et de leurs dé- 
rivées, on aura d'abord une partie principale qui sera nulle en vertu 
des équations d'équilibre, puis, en négligeant les termes d'un ordre su- 
périeur au premier par rapport aux fonctions s j W et k leurs dérivées, 
on aura deux équations linéaires donnant e et W en fonction de a et ^. 
Si Ton substituait la valeur p=Pi +s dans Téquation (8), on aurait, 
par cette mérae méthode, une équation linéaire du quatriéme ordre don- 
nant s en fonction de a et ^. 

Il sera facile de faire Tapplication de cette méthode au cas oii les 
forces et ¥*' dépendent seulement de a. Mais, dans Thypothése actuelle, 
{0 et <f' ne dépendant que de a), on arrivera a des équations plus com- 
modes en partant des équations du mouvement sous la forme (10). 
AfiFectons de Tindioe i les valeurs des quantités % , s ^ p j m dans la po- 
sition d'équilibre, toutes ces quantités étant supposées exprimées en fonc- 
tion de a; et désignons par %[ , äJ , />{ , m[ les dérivées de ces quantités 
par rapport ä la variable a dont elles dépendent uniquement, de sorte 
que s[=pi. Les équations d'équilibre seront, d^aprés (10) 



(29) 






= _ Y- + 0' 



yjm,p, 



9a 



Dans le mouvement oscillatoire, les valeurs de % , s , p , m différent peu 
de %i, s^ , p^, wij, et Ton peut poser 
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ffhi 



— <7, 

Pi 

cette derniére formule résultant de ce qiie Ton a 

m = f{s) = /•(.9j + <t) = m^ + (T-^\ 
on aura done 

(ö-Wj)' désignant la dérivée du produit ain^ par rapport a a; par con 
séquent 

8 






"^ (^'^i/',)' 



En faisant les substitutions précédentes dans les équations du mouvenient 
(i o) et tcnant compte des équations d'équilibre (29), on obtient les deux 
équations suivantes 



(30) 






^ da da Wj 9r 



dans lesquelles on a pose pour simplifier 






Dans ces équations R^ , 2:j et m^ sont des fonctions connues de a: Tinté- 
gration de ces équations donnera V et r en fonction de a et t. Ayant 

trouvé T en fonction de a et ^, on aura a = — et, par suite, la formule 



w, 



5 = 5j +0- 

donnera Texpression de Tarc du fil en fonction de a et t, c'est a dire 
Téquation intrinséque do la courbo suivant laquolle est disposé le fil au 
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temps t. Les coordonnées d'un point du fil seront données en a et t 
par les quadratures 

X =fds cosa ^=fds^ cosa + rrf<7COSa = iTj + c 
y =f(ls sin a ^=fds^ sin a + Jdrr sin a = y^ + ?> 

x^ et ?/j étant les coordonnées d'un point de la figure d'équilibre ex- 
primécs en fonction de a, et f et ly les différences tres petites qu'il y a 
entré les coordonnées de la position qu'occupe ä Tinstant t le point du 
fil ou la tangente falt avec Taxe Ox un angle a et les coordonnées de 
la position quoccupe dans l'équilibre le point ou la tangente fait avec 
Taxe Ox le méine angle. En faisant les quadratures qui donnent f et gy 

f ^=[(1(7 COS a, 7j ~T^^ ^^^ ^ 

il faudra ajouter aux seconds membres des fonctions arbitraires de t. 
Comme on a en general 

on a ur a 

5l + ^ = Pl + Pi +^ + ^"y ^=^ + ^"y 

relation qui donnera s quand on connaltra ö* en a et /. 

10. Eocemph. Supposons que la seule force extérieure soit la pe- 

santeur: alors 

(P = — g sin a , V* = — g cos a 

r + = o, V'— 0' ^- o. 

Les équations d^équilibre donnent 

%^ = /iT, 7?j = — =:-zr = G ros a, 

K et G désignant des constantes. Puis les équations (30) du niouvement 
oscillatoire deviennent 



fr' cos' a +^«(T'cos'a)1 + cosa^ = o 



^ dV I aV 

dfÅ m, di 
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Si Ton eflfectue la différentiation — -^(/cos^a) indiquéc dans la preiniére 

équation et si Ton divise touö les tcrmes par cosa, on peut écrirc cette 
équation 

KG* 9'F 
(r"'cos'a — 3r"sin 2a — ^fcos 2a + 2f) + — j- — o. 

2 qOL 

Cette équation est iiumédiatement intégrable et donne 

(30 -^(z^'cos'a— 2z^sin2a+ 2r) + ^ =7^X0^ 

F{t) désignant une fonction arbitraire de t. La secoiide équatiou 8'écrit, 
en rempla9ant — par sa valeur ö^/o^cos^a, 

w^) ^— 2 di*' 

dV 

On a ainsi deux équations donnant V et r. Uélimination de -— donne 

^ da 

pour déterniiner t Téquation du second ordre 

(33) iirö(r"co8*a — 2 t' sin 2a + 2r) — Pi^^^^:ni = J^^i^)- 

Connaissant r, on a F par une quadrature. La tension T est liée ä % 
par la relation 

si Ton appelle, comme plus haut, T^ la tension dans réquilibre et 
Tj + TF la tension pendant les oscillations, on aura 

d*oii, en développant et rempla^ant par sa valeur 6? cosa, 

(34) F = ö cos a . TF cos* a . /, 

« 

équation qui donnera W. 

Aetm mmtk*mmtiem, 12. Imprimé le 25 scpUmbr* 1888. G 
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Da.ns Touvrage intitulé: Advanced rigid Dijnamics^ by E, J. Routh 
(London, Macmillan and Co., 1884) 1^ question des oscillations planes 
d'un fil homogéne pesant autour d*une position d'équiHbre se trouve traitée 
par une méthode particuliére, conduisant aux resultats suivants (loc. eit. 
p. 311). M. Routh prend pour variables indépendantes le teraps t et 
Tangle a que fait la tangente en un point P du fil avec Taxe des coor- 
données x dans la position d*équilibre. Soit ^ Tangle que fait la tangente 
au point P a Tinstant t avec la position qu oceupe cette tangente dans 
Téquilibre, U la variation que subit la tension au point P quand on 
passé de Téquilibre au mouvement. Les quantités (p et ?7 sont des fonc- 
tions de a et < qui restent tres petites pendant le mouvement. M. Routh 
donne pour déterminer ces fonctions les deux équations 

^35; cosade* ^ da^ da\ w ) 

dip ^* / U Gosa 

^dä~dä^\ w 

dont la seconde est iinmédiatenient intégrable et donne 

/ ^\ • d /U eoaa\ x n 

C désignant une fonction arbitrairc de t. Dans ces équations w est une 
coustante et p^ désignc le rayon de courburc de la position d^équilibre 
exprimé en fonction de a. 

Pour comparer ces équations a celles que fournit la méthode géné- 
ralo dans le cas ou la seule force extérieure est la pesanteur, cherchons 
comnicnt les variables que nous avons appelécs r et F sont liées a tp 
et V , Dans nos équations Tarc s est une fonction. de a et < 

s = ^1 + ^= 5i(a) + a(a, t) 

en mettant les variables en évidence. Dans 1 equilibre la longueur de 

lare jusqu'au point P est 

. 5 = Sj (a) 

puisque a est alors nul. Pendant le mouvement Tangle a que fait la 
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tangente au mérae point P avec Taxe Ox est a + f^; o^ a donc aussi, 
a Tinstant t * \ 

s r= 5j(a + y) + a{pL + y , /), 

cVoii, en développant par rapport aux puissances de ^ et ne conservant 
que les termes du premier ordre 

En égalant cette expression de s a la précédente, on a 

/),f> + <y(o , <) = o, 



^ Wj^ 


T 


/>, m,/>j 


m^p^ 


ilibre on a 




I 




'"»'"> Ö»C08'«' 





donc enfin f^ et t sont lies par la relation 
(37) f> .= — G^Vcos^a. 

De méme en appelant T, ou T^{a) la tension dana Tétat d'équilibre en 
fonction de a, nous avons pose pour le mouvement 

donc, au point P ou la tangente fait aVec Ox un angle a + f , on a 
T=T^{a + ^)+ W{a + j> , t) = T,{a) + 9^ -j^ + W{a, t). . 

• . . . ; 

Gette yaleur de la tension est ce que M. Routii appelle T^ + U\ on å 
donc 

^ da • ' 

ou bien, comme 

• • . .1. 

' öcosa . ^ 

U= —KGt Bina + W. 
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Si Ton inultiplie cette relation par (rcosot en tenant coinpte de la rela- 
tion (34) qui lie TF a F, on a . 

GU cos a = — KCrr sm a cos a A f- V 

2 ^ 

ou 

(??7cosa=FH -r-(reos^a) 



2 rfa 



et enfin, d*aprés la relation (37), 



(38) ^Crco8«=F-fg. 

Ces formules (37) et (38) donnent nos variables r et F en fonction des 
variables ^ et IJ de M. Routii: elles perinetteqt de passer de nos équa- 
tions a eelles de M. Routh ou inversement, comme on s'en assure aisé- 
ment en donnant aux constantes les valeurs correspondantes 

«^ = ^, 9 = KG. 

Beniarque. Quoique notre variabla a ne soit pas la méme que celle 
que M. Routh désigne par la méme lettre, les équations obtenues avec 
les deux systémes de variables sont identiques parce que ce sont des 
équations approchées. En effet appelons a Tangle que fait la tangente au 
fil en un point P avec Ox dans la position d'équilibre, et a' ce que 
devient cet angle au temps t: on aura 

a' = a + f^' 

Dans les équations de M. Routh les variables indépendantes sont a et /, 
dans les nötres a' et t. Si donc F est une fonction de a' et t on pourra 
Texprimer en a et < en y rempla9ant a' par sa valeur a -|- ^ et lon 
aura, si Ton désigne par la lettre 3 les dérivées partielles dans le systéme 
de variable a j t et par d les dérivées partielies dans le systéme des va- 
riables a', < 

. da "^daX "*" äö"/' U ~lU^ dä ' 'di' 

Mais si F est une fonction qui reste tres petite pendant toute la durée 
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du mouvement, comme ies fonctions appelées ?7, F, W, a, r, fr, on aura 
en négligeant Ies termes du second ordre 

dF _dF dF _dF 

da da ^ dt dt 

comme si Ies variables a et a' étaient Ies mémes. Aussi, dans tout ce 
qui suit, nous continuerons a designer ces deux variables par la méme 
lettre a en Ies confondant Tune avec Tautre. 

11. Etude de Téquation différentielle. En faisant comme plus haut 

^ = — (rVcos^a 

et désignant par f{t) une fonction arbitraire de /, on raméne Téquation 
(33) a la forme donnée par M. Routh 

(4°) S + 4»' - t^Jt = «')• 

p^ étant une fonction connue de a. 

Tout d'abord, si ^ est une solution de cette équation pour une 

certaine déter mina tion de la fonction f{t)y la fonction -j est une solution 

de Téquation obtenue en rerapla9ant f{t) par la dérivée -^; de méme 

la fonction J^dt est une solution de Téquation obtenue en rempla9ant 

f{t) par Tintégrale ff{t)dtj ä condition que la fonction arbitraire de a 

qui figure dans Tintégrale ff>dt soit convenablement déterminée. Si f?, 

et f>j sont deux solutions correspondant aux déterminations f^{t) et f^{t) 
de la fonction arbitraire /*(<), la fonction 

sera une solution correspondant a la détermination X^f^ + ^/i ^^ ^^ 
fonction /*, A, et X^ désignant des constantes quelconques. La combinaison 
de ces deux propriétés permet de déduire de chaque détermination de 
f{t) pour laquelle on connalt une solution de Téquation, une infinité 
d^autres déterminations de cette méme fonction avec des solutions corres- 
pondantes. 
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< Cherchons si Téquation (40) peut admettre une intégrale de la formé 

A désignant une fonction de a et W une fonetion de t dont les dérivées 
respectives seront appelées A , A'^ & , &\ Nous aurons en substituant 

Ö(^" + 4^) ^^— A»'' —' f[t) ^ o, 

/ 9 cos a 

éqiiation qui rentre dans la forme (12). Suivant la méthode employée 
au sujet des équations de cette forme dans le N° 5, deux cas sont a 
distinguer 

1®) Supposons qu'il y ait une relation linéaire a coefficients constants 
entré les fonctions de a 



A 

(41) A" + /^A y />, , I, 

relation de la forme 
Ton devra avoir 

^i K K ^ 

d'ou en écartant le cas de k.^ = o c est a dire de f{t) = o, cas que nous 
examinerons a part, 

k 
f{t) = X CO» xt + /jL&inxtj ft — — T^(^ cosx/ + /£sin;f^) 



A- 



3 



ou X est la quantité 



=v/| 



et A , /£ des constantes. Comme Ton peut, sans changcr la solution jr — -4é) 

k k 

remplacer A par — A^ et par — f?|^, on voit que, si f(t) est de la 

formé Xcof^xt + /isinx/ on aura une solution en prenant pour O la quan- 
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tité Xcosxt -{- /i&iuxl et pour ^4 unc intégralc de Téquatiou linéaire 
ävec second membre 

(42) ^" + 4^ + x^^-^^—A = I. 

^^ ^ g CO8 a 

On en conclut unc intégrale de Téquation aux dérivées partielies pour ' 
le ca 8 plus general ou f{t) serait de la for me 



<»1 



f{t) = SA< C08 Xit + /i, sinx,^, 



^i j IM } Xi étant des constantcs. Gette solution sera 

r 

^ = S Ai{Xi cos Xit + /£j sin Xit) 

oii Ai est une intégrale de Téquation (42) dans laquelle x posséde la 
valeur x<. 

2°) Supposons quil y ait, entré les fonctions (41), deux relations 
linéaires homogénes a coeflficients eonstants 

A" + 4^ = *,, -^^ = K- 

' 9 cos a •' 

Alors, en intégrant la premiére on a 

4A — ^-J + ^ cos 2a + /i sin 2a 



(43) 



4gk^ cos a 



k^ + i cos 2a + fz sin 2a 



Ce cas ne [>eut donc se presenter que si la densité du fil suit unc loi 
d'aprés laquelle Téquation intrinséque de la figure d'équilibre soit de la 
forine (43); c^est ce qui arrive pur cxeniple si la figure d^équilibre est 
une cyclolde (X= /i ?=^ o). Les fonctions O , ö" et f{t) sont, dans Thypo- 
thése actuelle, liées par la relation unique 

k,6 — k,6'' — f{t) = o 

qui donne iinmédiatenient quand on a choisi /(<), car cette relation 
est, par rapport a ö,' une équation diflFércntielle linéaire a coeflficients 
eonstants aivcc second membre. 
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Cas particuliers. Supposons que la figure d'équilibre du fil Koit 
symétrique par rapport a une vcrticalc et que les deux pointö d'attache 
du fil soieiit a la inéme hauteur: alors, si les conditions initiales sont* 
symétriques par rapport a cette méme verticale, la symétrie persistera 
pendant toute la durée du mouvement. Dans ce oas la fonction arbi- 
traire f[t) est nulle comnie le montre M. Routh. En eftet 'ip est alors 
une fonction impaire de a, p^ une fonction paire de a: ce qui exige 
f(^t) = o. L'équation devient donc dans ce cas 

(44) ^- + 4J^~^-3^^-o. 
Si lon pose, conime ci-dessus 

A dépendant de a seul et é^ de ^ seul, on aura nécessaireinent 

(45) A" + aU ^) = o 

Ö" — k0= O 
k désignant une constante arbitraire. Soit 

A = &{a j k) 

une intégrale impaire en a de Téquation (45), Téquation aux dérivées 
partielles (44) adinettra Tintégrale impaire en a 

f^ = / Ä(a jk)cost sj'^^f^{k)dk + / a){a , k) ^m t yj~^^^ f^{k)dk 

avec deux fonctions arbitraires /| et f^. 

Parmi les cas oii Téquation (45) se raméne a des formes connues, 
les plus simples sont les suivants 

i) /)j =acosa. La figure d'équilibre est une cyclolde; ce cas se 
trouve examiné dans Touvrage de M. Rolth (loc. cit p. 313). 

2) — = x^sn^acosa + Acosa.x étant le module de la fonction el* 

liptique sn a et Ä ayant la valeur — w(n + i), n désignant un entier 
quelconque. Uéquation (45) est alors une équation de Lame 

(46) A" = [— n{n + i)x' sn^a ^ kh — ^]A 
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et ti posséde la valeur 



Soit. (Vaprés la méthode de M. Heumite /*«(«) une solution de réquation 
de Lam£ (46); la fonction f^{ — a) se ra une autre solution et 

sera une solution hnpaire de réquation. Alors la serie 



»I = ac 



f = Z [;.„ cos/y'M(u + I) + /i« siii/y«(« + ,)][/; (a) — /;,(— a)] 



»»O 



définit une fonctimi impaire de a satisfaisant ä Téquation aux dérivées 
partielies: pour t = o cette fonction et sa dérivée par rapport a / se 
réduisent aux valeurs 



» : 00 



(f^), = Z /,[/:(«) — /■„(— a).], 



wa=0 



» = 00 



(S ) "= ^ii/^" V" (>^ + » ) [^ ( « ) — fu (— a)]. 



Comme, d'aprés les conditions initiales [^\ et (-j) sont donnés en 



o 

fonction de a, on connaitra les coeftlcients A^ et /£^ de ces développements 
et, par suite, Tintégrale tp, 
Soient 






ces fonctions seront iijipaires en a a cause de la symétrie supposée. On 
est donc ramené a ce probleme (l*analysc»t dévehpper une fonction impaire 
de a (lonnée entré tes thnites — a^ , + ^^ ^'* sér/« de la forme 



n "= « 



!:/„[/•„(«) -/-.(-a)] 



I», o 



€oniyer gente entré ces thnites, 

Aelm math4maticm. 19. Imprtmé 1« 27 septeiubrt 1888. 
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B + C sin a + D sin V/ 



^°) n, = '■ , B , C, I) étant des constantes; dans 

ce eas, Téquation (45) prend la forme 



-4" H T^ A = o, 

COS"« 

a,h,c otant de nouvelles constantes; et cette derniere éq nation se réduit 
facilenient a cello de la serie liypergéomctrique de Gatss. En effet, en 
faisant d^abord un changonient de fonction et posant 

Z étant la nouvelle fonction inconnue, on pourra déterminer les exposants 
Å Qt fi de fa9on que, dans Téquation en Z, le coefFicient de Z soit egal 
ä celui de Z" inultiplié par une constante v; il sutlira pour cela de yé- 
rifier les trois éq nations 

qui déterniinent / , /£ et v. L'éliinination de v et /i conduit, pour calculer 
Å, a une équation du quatriéme degré qu'on abaisse au second degre en 
prenant pour inconnue A^ — /. Les constantes Å , /jl et v étant ainsi dé- 
terininées, Téquation qui donne Z prend la forine 



• • 



cos a 



et se réduit a Téquation de la serie hypergéométrique si Ton fait le 
changement de variable indépendante 



ros (^-+-)^-,,. 



C«l 



SUR UNE MÉTHODE POUR OBTENIR 

LE DÉVELOPPEMENT EN SERIE TRIGONOMÉTRIQUE 

DE QUELQUES FONCTIONS ELLIPTIQUES 



1>AB 

M. LEECH 

k rilAGUE-VINOHRADY. 

Je vaiii dcveloppcr uiic iiiéthodc dirccte et tres simple pour obtenir 
le dévoloppciuciit en serie trigonoiuétrique de hi foiiction 

oii 



» 



t\{u) = i + 2 2( — iy(f\'OS2nu7:, q = c'"'"". 



;j - l 



Ladite foiiction admettant la période i et restant firiie a rintérieiir de 
la bando indéfinie limitée par les deux paralléles a Taxe réel méiiées 

par les points i^ = ± ^ , pourra s'exprimer par une serie de la fbwne 

X 

ou lon a pose 

.Ic/a mathtmatica. \'i. Itnprimé lo 'i't licptembrc lH8b. 
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Je considére d'abord Tintégrale 

1 

O 

qui défiiiit évideiniiieiituiie fonction entiére transcendaiite de la variable x. 
D'aprés la formule 

f\{.r + m + nr) = (— i)"e-""'^-'-^''^^*,(r), 
dans laqucUe m , n représentent des nombres antiers, nous aurons 

(3) (fi,{x + nt + ht) = (— i):'^-'":^'^''+;'^^*„(.r). 

Or rintégrale au second membre de la formule (i) s^évanouissaut pour 
j; = o toutes les fois que n est difterent de zéro, il résulte de Téqua- 
tioii (3) que la fonction 0q{x) s^annule en posant 

•r = m + nr, C^titi^^a;...) 

de sorte qu'elle peut se niettre sous la formc 

(4) *.(■') --^ot'-). 

ou G[x) désigne une fonction entiére transcendante qui peut se réduire, 
bien entendu, ä une constante, et 011 nous avons pose comme il est d'usagc 

*,(;c) =-- 2'L{— I )>*'■■■" '"'sin (2/t + i)«-. 



» = 



I/équation (4) combinée avec la formule (3) et avec Téquation connue 

n^{x + iu + HT) = (— iy'^''e""'''''''^'"\9^{x), 
nous donne la suivante 

,x 6r'0c -f m + HZ) ^ (— \y^ ., 

^^^ sin Tzix + VI + 11T) /^^(.t) ^'•^- >'' 

dont nous allons conclure que G{x) est une constante. 

Supposons a cet eflFet que x se trouve représenté par un point quel- 
conque appartenani au paraUéloyramme des périodes dont les sommets ont 



Ddvcloppciljcnt en serie trigonouidtriquc de (]uelquc9 fonetions cUiptiqucs. 
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pour atFixes les quatre quantités ±- + -, de ^örte que la fouction ^^{x) 

ne s'annule qu'au point x = o. En supposant n r^ o ce point sera de 
niénie un zéro de la fonction 0„{x), et on aura d*apréö un théoréme bien 
connu de M. Dauboux \ la formule 



(6) 



0J,r) = Å;c0'jy), 



on |A|< I, et ou x' appartient aussi au parallélogranirric des périodes. 
Coinnic on a 



*;(.■) -^ /V'-«t±_'L'„„, 



il existe une quantité finie M tclle qu'on ait, pour toutes les valeurs 
de X en question et pour toutes les valeurs de n différentes de zéro, les 



deux inégalités 



<p:{x')\<m\ 



,c 



'\G') 



< 



il/i. 



dont on ronclut, au niwyeu de la formule (6), Tinégalité suivante 



(7) 






< M. 



Or chaque quantité ^, dont la partie iinaginaire se trouve en dehors 
d'un certain intervalle tini ( — ^/ . . . y9?'), pouvant se niettre sous la forme 
X + m + nr, oii n ^ o, on obtient des forinules (5) et (7) Tinégalité 



(8) 



Ö(^)|< M\m\7:z\ 



qui est satisfaite pour chacune des dites valeurs de z. Ensuite, la fonc- 
tion 0q{z) adniettant la période i, on aura de ménic G{z + i) = G{z)j 
et par conséquent on pourra exprirncr cette derniére fonction par une 
serie toujours convergente de la forme 



90 



G{z) = z A^e-, 



7 = e 



tri 



M — — <*. 



* Ce théoröiue peut étre iei retnplacé par un »emhlable dO k M. Mansion. 
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M. Lorch. 



Cela .étartt Tinégalité (8) se décomposc en les deux suivantes 



y. 






«. 






W =3 - * 



< M po ur |c| < C'"', 

< 3/ pour |c| > c'^', 



et celles-ci eiitraiuent les suivantes 



et 



\A.\<M\^\'^'^^' pour |c|>6'S 



qui exigent que Ton ait A„ = o sauf pour n = o, 11 faut donc que 
Ton ait G[z) = A^ et réquation (4) deviendra, par eonscquent. 



(1) 



<U/ + u) 






) 



(/« =;.——-- 



I ff.U) 



'V/V/V, sill K-^ ' 



o 



puisquon ubticiit stins pciiic 



• n - — ../ -"-- .7".. ~/" 



-•O 



»4' 



'K^K 



Ensuite Tcquation (5) fait voir que 



(II) 



'l'Å')-M-!.:. 



,y.(.0 



'\'i,'f„ sin ni-r + ht) ' 



(le sorte qu'ori aura cnfin 



(III) 



t\{U + X) 



i 



'liiuri 



« ■' » />.,( «^'y,(.t^J ., -^_ sin ;r(r + i.r) 



> 



«-■--« 



foriuulc dont 011 <;onclut la suivante, apres une transformation du second 
membre. 



(III') 



Hå' *, 



/V, <>„(»/ + X) 






les indiees soniinatoires étant m = 1 , 3 , 5 , . . . ; ^^ = 1,2,3,.... ^^'^ 
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changeant, dans la formule (III), t en x + - ^u en .r + - on obtient 

apres des transformation s convenables d'autres formules analogues a (III') 
et c'est de ces dcveloppements que M. Hehmitk avait tiré quelques for- 
mules intéressantes de la théorie des fonctions elliptiques.^ Je me borne 
seuloment a remarquer que la formule (III') conduit a la suivante 

i 

.ou nous avons pose, pour abréger. 



n"! 



(I — ze*)(J — ze *) 



t 



Ce resultat peut s'exprimer plus simplement par la formule 



Ii 

4 



(IV) / M^t_!i\/., _ 2 l<T0(,, , ry). 



4 
» 1> 



OU 1 on a pose 

» / ri ri \ cof Snmtt 

n-1 \l — (fe* I — <y"e * ^y 



* Ces formules se trouvent dans nn luémoirc de M. Lips(1UTZ (Bemerkufigen iiher 
eine Ontfung vielfacher hdegrale; Journal fUr Matliematik, t. 101, p. 233) dont la 
seconde partie est consaeréo aux resultats de M. Hermite. 



u 
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SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

A COEFFICIENTS ALGÉBRIQUES 

PAK 

C. GUICHARD 

& RENNES. 



Soit: 



l"z -^ '/" ' 



une équation différentielle linéaire- et homogene, ou les Ä, sont cl(s fonc- 
tion?; rationnelles de denx variables ;r,?/ liées par une équation algébrique: 

(2) F(.r;.y) = o. 

Soit X = a ji/ = h, un point de ramification d'ordre m de la courbe 
(2). Suppo?!ons quc pour .r = a , y = />, Ri y R, ^ , . . , R^ restent finis. 
Je vaift déruontrer le théoreme suivant: 

Si hl variahJe x foftrne m fois autonr du point a, les n intéfjrales rfe 
r équation (i) reprennent leitr valeiir inifiale. 

Je démontrerai ce théoreme en suppoaant n = 4. On verra facile' 
nient que la demonstration s'étend au eas general, .réeris Téquation (1) 
sous la forme j^uivante: 

(3) {.r - ''Y 2^ + (.'• - oy. i\ . ;i^ + (.• - oyp, . '1^^ 

.icta tnatheiaatiea. 13. Imiirlmö l« 4 ocliiliro 18S8. ^ 
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C. Guichard. 



En vertu de Thypothése faite sur les coefticients, P^, P^^ P^j P^ con- 
tiennent respectivement en facteur, x — a , {x — a)^, {x — a)^ , {x — a)\ 

Cela pose, je rainéne les m portions de plan qui se raccordent au 
point a ä la forine élénientaire par le changement de variabler 



x — a^ e\ 



L'équation (3) se transforme alors en la sui vante: 



(4) 



.^<Vz 



..,/' 



^dz 



(5) 



Pour calculer les coefficients Q je rernarque que Ton a: 

[X — ^/) .-—=: — . ^ -— . 



dz 



En prenant pour F successlveinont, z . {x — ^)-t- , . . . on aura: 



U 



f .(Iz I ^ dz 

^ ^ ax Til ff^ 



Iz 



(^-^^);b (^-^')7r' 















d'ou: 



/- 



tfZ 



(■' - "yj-; 



'in 






Je dis que d'une maniére générale on a: 



(6) 






Il suffit pour cela de démontrer que si cette formule est exaete pour 
une valeur de g, elle Test encore pour la valeur sui vante. 

Appliquons la formule (5) aux deux membrcs de la relation (6). 
On aura: 



+ ^'-'^+'"-'^""^'"^-' + ■■■1 



/ 
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Gette derniére formule étal^lit Texactitucle de la propriété énoncée. EUe 
donne pour le calcul des eoefilcients a les formules de récurrence: 



Je n'insiste pas davantage sur ce calcul, car il n'est pas nécessaire 
pour arriver ä notre but de connaitre la valeur de ces coefficients. 

En portant les valeurs de (:» — *)*j~7 Å&n& Téquation (3) on aura: 

<'«^a ="4. + «ai'»^i + '""^V 

P^ , Pj , P^ , P^ devicnnent des fonctions de c qui contiennent respective- 
ment en facteur, T, f", c"", ^'^ 

Les fonctions <?, , ^, , Q^, Q^ sont des fonctions holomorphes de. ^ 
dans le voisinage de f = o. Nous poserons: 

Fornions maiiitenant la fonction caractéristique de Téquation (4), 
qu'on obtieiit, eomme 011 le sait, en' rempla9ant dans le premier membre 
de cette équation z par c'. Nous obtenons: 

rF{r) + c'+'jr,(r) -f c'^V,('-),+ • • • 
öii: 

F{r) ^ r{r — i)(/- — i)(r — 3) + Jlr{r — i)(r — 2) 

+ Alr{r—i) + Alr + Al 

<p,{r) = A\r{r — i)(r - 2) + Alr{r — i) + Alr + JJ. 

Je ferai sur les polynömes F et j? les remarques suivanteg; 
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Remarqne i. Les coefficients JJ, , Al , Al^ Al out respectivement pour 
valeur: a^^ , a^^ , a^.^ , o; ils ne déperident pas des coefficients des fonc- 
tions I\ Il en résulte qu*on ne change pas la valeur de F{r) si Ton 
suppose (jue dans Téquation (3) on reniplacc Pj , I\ , P.^ , P^ respective- 
ment par X — a , {x — a)^, {x — a)^, {x — a)*. Dans ces conditions, Téqua- 
tion caractcristique de (3) aurait pour racines 0,1,2,3. Dans Téqua- 
tion transformée (4) les racines de Téquation caractcristique seront alors 
o, w*, 2m, 3w. Ce sont aussi les racines de F{r). D'une nianiére gé- 
nérale, Téquation: 

(7) '•(''— !)•• • O' — (/ + O + ^i''(''— O ...(/• — tf + 2) 

+ «V-J''('' — i) . . . (r — ry + 3) + . . . = o 

adniet pour racines: 

o , /;; , 2 ni , . . . , (7 — I ) w/ , 

ce qui donnerait une nou velie niethode pour calculer les coefficients a. 
Retnarque 2. Les polynömes {^1 , jTj , . . . , ^m-i ^^nt identiquement 
nuls. En effet les fonctions Q ne renferment pas de termes dont le 
degré est 1,2,..., m — i. 

Remarqne 3. Les polynönies f^« , f^m^i ? • • • > <f'im-\ ^^^ pour racines 
comniunes: 

o , ;u , 2m. 

En effet si k^ est le cocfficient de c"*"** dans P^ on a: 

if^^. = m.k,[r{r— i)(r— 2) + a,,r{r— i) + a^^r\ 

Remarque 4. On voit de méme: 

I® que les polynönies ^^m > J^^m+i > • • • > f^sm-i ^^it pour racines com- 
muncs 

o , m; 

2* que les polynönies ^3^ ? f^ym + i > • • • ? {^4m-i ont pour racine com- 
munc 

o. 
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Cela posé> chcrchons a iiitégrer réquation (4) cii prenant pour ^ 
unc serie de la forme: \ 

Al Li^LiC . 

O 

On aura pour dctenniner r, Téquation: 

(8) c,V{\) + 6-, ,{r,(; — 1) + c,_.,ip.{i — 2) + . . . + <^fr,(o) -- o. 

Doniioiis-nous årbitraircment c^, L'équation (8) donne pour Ci,c^, ..., c,„_i 
la valeur o. I/équation qui déterinine c„,: 

<'.nl'\^n) + r.„,_.,if^{m — 1) + . . . + c, fr,, (o) - ^ o 

se réduit a une identitc. On pourra prendre c^ arbitraireinent. On aijra 
ensuite o pour valeur de c^^^ , . • . ? ^*2m-i- ^\^\^ Téquation qui dcternjine 
c*2„,, se réduit a une identité; c^,,, pourra étre pris arbitraireinent. Ensuite 
on trouvera o pour les coeftlcients c.^,^^^ , c^„,^^i j - - * j ^*3m-i- On pourra 
prendre arbitraireinent c.^„^, A partir de la les équations ne deviendront 
jainais identiques. Les coefficients c^m^x ^ • • • j c^m^^ se rönt encore nuls. 
Mais apres le terme c^^, il pourra y avoir des coefficients dont Tindice 
ifest pas divisible par m. 

On démontre dans la théorie des équations différentielles que la 
serie obtenue est eonvergente et donne Tintégrale générale. C est une 
fonction uniforine de c et par suite de x , // prés du point de raiuilication. 
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Ober gewisse ebene configurationen 

VON 

J. DE VRIES 

in KAMPEN (UolUnd). 

Eine el?ene Figur, Avelche aus p Punkten und g Geraden derart zu- 
sanimengesetzt ist, dass jeder Punkt mit ;- Geraden und jede Gerade mit 
t: Punkten incident ist, heisst bekanntlich eine Configuration; ich be- 
zeichne sie mit dem Symbol (i^,. , ^-) falls ;- und t verschieden sind: fttr 
Y "^ TT hat Herr Reye die Bezeichnung p^ eingeffthrt. ^ 

Die Cf. 8jj , 9j, , lo^ sind von Herrn Kaxtou,' die Cf. 1 13 von Herrn 
Mautinktti '* eingehend untersucht worden, wahrend Herr Sohönflies * 
die regelmässigen Cf. j^g einer Betrachtung unterworfen hat. In der fol- 
gendeit Arbeit sind die Eigenschaften von einigen Cf. {p^ , g^ abgeleitet 
und gewisse Cf. aufgestellt worden, welehe sich diesen ungezwungen an- 
schliessen. ^ 

1. Die kleinsten Zahlen, fttr welehe eine Cf. {p^ j g^) möglich ist, 
sind p = g ^ g = 12. Werden ans einer (9^ , 1 2g) ein Punkt und die 



* Acta Mathematica, Bd. 1. Das von mir benutzte Symbol schliesst sich der 
Ton Herrn Reye vorgeschlageDen Bezeichnung einer räumlichen Cf. an. 

^ Sitzungöberichtc d. Wiener Akademie, Bd. 84, S. 915 und 1291. 
' Annali di Matematica, Serie II» Bd. 15, S. 1. 

* Göttinger Nachrichten 1887, S. 410 und Math. Annalen Bd. 31, S. 43. 
^ Der grössere Theil jener Eigenschaften ist enthalten in einer Arbeit Över vlakke 

configuraties, welehe in den Sitz. Ber. d. Kön. Akad. d. Wiss. in Auisterdara ver- 
Offentlicht wurde (Serie III, Bd. 5). 

deta mathematira. 13. Imprimé !• 4 octobrt 1898. 
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vier mit ihm incidenten Geraden fortgelassen, so bilden die nbrigen 
Punkte und Geraden offénbar eine Cf. 8.,, welche, wie Herr MObius ^ 
zuerst gezeigt hat, nienials reell sein känn. Die ebenfalls irnaginä.re Cf. 
(94 ? ^ 23) wird deninaeh von zwei einander ein- und umbeschriebenen 
Vierecken und ihren in eineni Punkte zusaminenlaufenden vier Diago- 
nålen gebildet. 

2. Jeder Punkt einer Cf. (12^, i 6g) ist von drei Punkten gctrennt;^ 
ich betrachte nun zunächst diejenigen (12^, 163) in denen jeder Punkt 
mit den von ihm getrenntcn Punkten eine involutorische Gruppe biidet, 
und bezeichne mit 1234 ,• i'2'3'4', i"2"3"4" die drei Quadrupel, in welche 
sieli die Cf.-punkte alsdann anordnen lassen. Es werde ferner die Be- 
zeichnung so gewflhlt, dass die Cf.-geraden i'i", 2'2", 3*3", 4' 4" nach i 
zielen und die Geraden i'2", r3", i'4" bezQglich die Punkte 2,3,4 
enthalten. Die vollständige Untersuchung ergibt nun, da«s die Ver- 
theilung der 12 Cf.-punkte uber die 16 Cf.-geraden durch jede der nach- 
stehenden Tafeln dart^estellt werden känn. 

A. 



1^ Il'l" 


F— 2r2" 


/A'-3i'3" 


XIII 


4i'4" 


11^ I2'2" 


F/-22'l" 


X -32'4" 


XTF- 


: 42'3" 


f/I i3'3" 


17/ : 23'4" 


X/ 33'i" 


X 1 ' - 


43*2" 


JV^. i4'4" 


F///--24'3" 


XII 34'2" 


xri-i 


44' ' " 



R 

I^ii'\" F=2r2" /X=3i'3" XIII ^4i'4" 

II = 1 2'2" VI = 2 2' I" X = 3 2'4" XI v - 42'3" 

///= i3'3" Fy/=23'4" X/i£33'2" XI'-43''" 

/F=i4'4'' F///=24'3" Xy/=34'r' XF/-44'2". 



' Ges. Werke, Bd. 1, S. 445, 

* Herr SriiöSFUES ncnnf 2 Punkte ((leradc) getroiiot, wenii »ie uiolit mit einer 
Cf.-geraden (_einfiu CC.-puuktc) iocidi-iit sind. a-, a. O. 



Obor gcwisse ebcnc Configurationcn. G& 

a 

I~ii'i" F^2i'2" • ZX=3i'3'' Xi//=4i'4'' 

II=12'2" ri=22'i" X=32'4'' XTr~42'i" 

///=i3'3" FZ7=23'4" XZ-=33'rr Xr=43'2" 

•JFee i4'4'' F/7J=24'i" X7/= 34*2" XF/=44'3''. 

D. 

I=ii'i" F=2i'2" 7X=3i'3" X7i/=4i'4 



// 



J/=i2'2" F7=22'4" X = 32'i" X7F=42'3'' 

/77=i3'3'' F/J=i 23'!" X7=33'4'' XF= 43-2" 

7F=i4'4" FI7/3 24'3" X/7=34'2" XF7=44'i". 

3. Die Cf. A ist dadurch gekennzeichnet, dass je zwei getrennte 
Punkte Gegenecken in zwei von Cf.-geraden gebildeten vollatandigen 
Vierseiten sind. Die folgende Tabelle enthftlt die 1 2 Gerndenquadrupel, 
welche den verschiedenen Vierseiten angehören. 

I 77 F F7 V VII XIII XV 

III IV VII VIII VI VIII XIV XVI 

I III IX XI V VIII IX XII 

II IV X XII VI VII X XI 

I IV XIII XVI IX X XIII XIV 

II III XIV XV XI XII XV XVI. 

In der Cf. B zeigen die Paare getrennter Punkte ungleiches Verhalten. 
Wahrend z. B. i und • 2 Gegenecken in zwei vollständigen Vierseiten 
sind, bilden die mit i und 3 incidenten Geraden ein Achtseit, dessen 
Seiten abwechselnd durch i und 3 laufen; ich bezeichne diese Figur 
als SxEiNERSches Achtseit mit den Hauptecken i , 3. Die von den Cf.- 

Acta mathematiea' 12. Imprimé !• 3 octobre 1888. 9 
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geraden gebildeten voUständigen Vierseite und STEiNERschen Achtseite 
sind in der nachstehenden Tabelle enthalten. 



/ // V VI 
III IV VII VIII 
IX X XIII XIV 
XI XII XV XVI 



Vierseite. 



I IX III XI II X IV XII ] 

I XIII IV XV II XIV III XV 

I III IX XI V VII XIII XV 

I IV XIII XVI V VIII IX XII 

I III XV XIV VI VIII XII IX 

I IV XII X VI VII XV XIII 

II III XIV XV VI VII X XI 



II IV 



XII VI VIII XIV XVI 



II III XI IX v VIII XVI XIV 
II IV XVI XIII v VII XI X 



v IX VIII XII VI X 



VII XI 



v XIII VII XV VI XIV VIII XVLi 



Achtseite. 



Ein weiterer Unterschied zwischen A und B ergibt sich aus der Be- 
trachtung der Restfigur einer Cf. -geraden, d. h. der Figur, welche die 
von einer bestimmten Cf.-geraden getrennten Geraden enthält. ' 

In A besteht die Restfigur der / aus zwei Tripeln gegenseitig ge- 
trennter Geraden, nftmlich VII , XII , XIV und VIII , X , XV, vfalche 
mit den Punkten 2 2'2"33'3"44'4" eine Cf. (9,, 6,) bilden. Indem jedes 
Tripel sämmtliche neun Punkte enthält, kOnnen diese als Basis eines 



' Kamtob, a. a. O., iweite Äbh. 
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Cg-Bttschels betrachtet werden. Die Restfiguren der öbrigen Cf.-geraden 
sind Cf. (93, 63)^ von derselben Art. 

In B können die von einer willktirlichen Geraden getrennten Ge- 
raden nicht in zwei Tripel gegenseitig getrennter Geraden angeordnet 
werden. Die Cf. (93,63)5, welche z. B. die Punkte 2 2'2"33'3"44'4'' 
mit den von I getrennten Geraden F77, F/77, X, X/, X/F, XF7 bilden, 
besteht aus zwei Dreiecken 33*4" und 44'3", deren Seitenpaare sich in 
drei nicht allineirten Punkten 2 2'2" schneiden. 

Die Untersuchung der von den Tabellen C und D dargestellten Cf. 
ergibt, dass sie von der Cf. B nicht verschieden sind. 

»Es gibt niir zwei Cf. (12^,163), deren Punkte drei Quadrupel 
bilden, in welchen jeder Punkt von den ttbrigen getrennt ist.» 

Ausser den beiden hier auftretenden Cf. {g^ , 63) gibt es keine mehr; 
man zeigt diess am Einfachsten, wenn man ausgeht von der einzigen 
(6j , 43), dem vollständigen Vierseite. 

4. Auf der C3, welche durch die Ecken der beiden zur (12^, 163)^ 
gehörigen vollständigen Vierseite I II V VI und //7//X/FXFbestimmt ist, 
sind 12 , i'2', i"2", 14, 2'3', 2"3" sechs Paare correspondirender Punkte. 
Indem die correspondirenden Punkte r3' aus i in die correspondirenden 
Punkte i"3" projicirt werden, bilden i und 3 = (/X,X/) ebenfalls ein 
correspondirendes Paar. Ebenso ergibt sich, dass C3 die Punkte 

4' = {VIII , XVI) und 4" = {VII , XIII) 

enthält, welche bezftglich mit 2' und 2" correspondirende Paare bilden. 

}!)Durch jede (12^, 163)^ lässt sich eine zweizögige C^ legen, auf 
welcher die 3 Quadrupel getrennter Punkte 3 Punktquadrupel mit al- 
lineirten Tangentialpunkten sind, die 16 Geraden somit eine gemeinschaft- 
liche Begleiterin haben.» 

Dem vollständigen Vierseite ///FF/ und dem Dreiecke 33'3" der 
(12^, 163)5 känn man eine C^ umschreiben, auf welcher 12, i'2', i"2" 
drei Paare correspondirender Punkte sind, deren Tangentialpunkten (12), 
(i '2') , (i "2") in einer Geraden liegen. Weil ein correspondirendes Punkte- 
paar aus jedem Punkte der C^ in ein zweites Paar projicirt wird, und 
3 als Projection von i' aus 3" und als Projection von 2" aus 3' be- 
trachtet werden känn, enthält C3 auch den Punkt 4, welcher den Ge- 
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raden 3"2',3'i" gemein ist, und daher mit 3 ein Paar biidet Dic 
gleiche Betrachtung lehrt, dass 4' = (42", 31") und 3' = (41", 32"), 
4" ^(41', 32') und 3" ^(42', 31') zwei correspondirende Paare sind. 
Die den letzten drei Paaren entsprechenden - Tangentialpunkte (34),(3'4'), 
(3"4") sind die Gegenecken der Tangentialpunkte (12) ,_(i'2') , (i"2") in 
einem der Cg eingeschriebenen vollständigen Vierseite. 

»Jeder (12^, i6g)B känn man eine C.^ umschreiben, auf welcher die 
1 2 Punkte 6 correspondirende Paare desselben Systems bilden, deren 
zweite Tangentialpunkte allineirt sind.» 

Sechs Punktquadrupel einer zweizQgigen Cg, deren Tangentialpunkte 
die Ecken eines voUständigen Vierseits sind, bilden eine Cf. (24^ , 643), 
welche die vier Cf. (12^, löj^ enthalt, deren Geraden die Seiten des 
Vierseits als Begleiterinnen cntsprechen. 

Es känn leicht gezeigt werden, dass jene Cf. acht Cf. (12^ , 16^) B 
enthalt. 

5. In der folgenden Tafel werden die beiden (12^, 16^) in Bezug 
auf einige ihrer Eigenschaften verglichen. 



Ä. 

I. Die Cf. wird gebildet von 
drei Punktquadrupeln einer zweizt\- 
gigen 63; ihre Geraden haben eine 
gemeinscRaftliche Begleiterin. 



2. Die Cf. ist unzweideutig be- 
stimmt durch ein voUstÄndiges Vier- 
seit und ein Dreieck, dessen Seiten 
mit drei allineirten Ecken des Vier- 
seits incident sind. 

3. Jeder Punkt ist als Ecke 
sechs voUständigen Vierseiten ge- 
mein. 



B. 

1 . Die Cf. wird gebildet von 
sechs correspondirenden Paaren einer 
63; die sechs Tangentialpunkte sind 
Ecken eines voUständigen Vierseits, 
die Cf.-geraden haben somit eine ge- 
meinschaftliche zweite Begleiterin. 

2. Die Cf. ist bestimmt durch 
ein voUständiges Vierseit und ein 
Dreieck, dessen Seiten mit drei nicht 
allineirten Ecken incident sind. 

3. Jeder Punkt ist Ecke zweier 
vollstandiger Vierseite und Haupt- 
ecke zweier SxEiNEUScher Achtseite. 
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4. Jede Gerade ist drei voll- 
ständigen Vierseiten gemeinschaftlich. 

5. Die Cf. enthält zwölf voU- 
ständige Vierseite. 

6. Die Restfigur jeder Cf. -ge- 
raden ist eine (9^ , 6J^. 

7. Greift man 6 Gerade her- 
aus, welche einer (9.^ ? 63)^ angehö- 
ren, so sind die ttbrigen 3 Cf.-punkte 
allineirt. 

8. Die Cf. enthalt acht Qua- 
drupel gegenseitig getrennter Gera- 
den ; jede Gerade ist zwei Quadrupeln 
gemeinschaftlich. 



4. Jede Gerade gehört einem 
vollständigen Vierseite und sechs 
SxEiNERschen Achtseiten an. 

5. Die Cf. enthalt vier voll- 
standige Vierseite und zwölf Stei- 
NEiische Achtseite. 

6. Die Restfigur jeder Cf.-ge- 
raden ist eine {g^y 6 JU. 

7. Entfernt man 6 Gerade, wel- 
che einer (9.^,6^^ angehören, so 
sind die tlbrigen 3 Cf.-punkte Ecken 
eines von Cf.-geraden gebildeten 
Dreiecks. 

8. Die Cf. enthalt keine Qua- 
drupel gegenseitig getrennter Gera- 
den. 



6. Wird aus einer (12^ , 163)^ ein Quadrupel gegenseitig getrennter 
Geraden fortgelassen, dann bilden die Qbrigen zwölf Geraden mit den 
zwölf Cf.-punkten eine regelmässige 123. Die Entfernung der Geraden 
IV f VI y IX y XV ergibt zum Beispiel die durch das nachfolgende Schema 
dargestellte Cf. 



I I' I" 



122 



I 3 3 



// 



2 1' 2" 



2 3' 4" 
2 4' 3" 



3 2' 4" 



3 3 1 



342 



// 



4 1' 4" 



4 2' 3 
4 4' 1 



// 



// 



Jeder Punkt dieser 12^ kommt in 3 Cf.-dreiecken vor; die Cf. be- 
steht semit entweder aus einem sich selbst ein- und umbeschriebenen Po- 
lygone öder aus einem Cyklus von Polygonen, deren jcdes dem folgenden, 
deren letztes dem ersten eingeschrieben ist. ^ Die nahere Betrachtung der 
obigen Tabelle lehrt, dass letzteres hier der Fall ist; die Cf. wird ge- 
bildet von den beiden Sechsecken ii'4"34'3" und i "42'2"2 3', welche ein- 



^ ScHÖNFLiES, Math. AuD. a. a. O., § 4. 
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änder so eingeschrieben sind, dass je zwei auf einander folgende Ecken 
jedes von ihnen auf zwei einander folgenden Seiten des anderen liegen. 
Die Restfigur jedes Punktes dieser i2y besteht aus einem Tripel und 
einem Paare gegenseitig getrennter Punkte, enthält also ^6 Cf.-gerade; 
die Restfigur jeder Geraden känn betrachtet werden als ein Sechsseit, aus 
welchera eine Seite entfernt ist. 

7. Bci weiterer Betrachtung der Cf. (12^, i6j^ ergibt sich eine 
Cf. (15^,203), deren Eigenschaften ich hier einschalten werde. Ihre 
Punkte bezeichne ich durch die Combinationen iky ihre Geraden durch 
die Combinationen ikl der Zahlen 1,2,3,4,5,6; es sind alsdann die 
Punkte ikykljli der Geraden ikl incident. Die Existenz einer solchen Cf. 
ergibt sich auf folgende Weise. Werden die Geraden 123,124,125,126 
nebst den ihnen incidenten Punkten 13,23,... willkttrlich angenoinmen, 
dann sind die 6 Schnittpunkte der Geradenpaare lik , 2ik die Ecken eines 
vollständigen Vierseits, dessen Seiten die Perspectivitatsaxen der 4 Paare 
von Dreiecken bilden, för welche der Punkt 12 das gemeinschaftliche 
Perspectivitätszentrum ist. 

»Zwei einem Vierstrahle eingeschriebene vollstftndige Vierecke be- 
stimmen eine (15^ , 20^), in welcher die Restfigur jedes Punktes ein voU- 
ständiges Vierseit ist.» ^ 

Die Gerade 123 ist mit den Geraden i2i , 231 , 3u , (i = 4 , 5 , 6) 
verbunden,^ die Gerade 456 mit den Geraden 45fc,56Å:,64Ä,(Ä= i, 2, 3); 
die 20 Geraden der Cf. bilden somit 10 Paare »associirter» Geraden: 
jede Gerade eines solchen Paares stel It mit den neun mit ihr verbunde- 
nen Geraden die Restfigur der zweiten Geraden dar. 

»Die betrachtete (154, 20J känn auf zehn Arten aus zwei Tripeln 
vollständiger Vierseite zusammengesetzt werden; die Vierseite jedes Tripels 
haben drei allineirte Ecken gemein, die tibrigen neun Ecken gehören 
beiden Tripeln an.» 

Die Cf. ist durch eines dieser Tripel vollständig bestimmt. Werden 
namlich die Geraden 123 , i2i, 23*, 3U, (^ = 4 , 5 , 6) willkftrlich an- 
genommen, dann ist 123 die gemeinschaftliche Perspectivitatsaxe der drei 



' Zwei Gerade heissen verbuuden, wenn sie sich in einem Cf. -punkt scbneiden. 
(SCHÖNFLIES, a. a. O.) 
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von den Hbrigen neun Geraden gebildeten Dreiecke. Bezeichnet man ihre 
Perspectivit&tszentren durch 45 , 56, 64, dann ist 12 das Perspectivitats- 
zentrum der Dreiecke (14, 15, 16) und (24, 25, 26), wesshalb die Punkte 
45 > 56 , 64 als Schnitte homologer Seiten allineirt sind. 

8. In der Cf. (12^, ^^a)-^ bestiramt somit die Gerade / mit 
den mit ihr verbundenen Geraden II V VI , III IX XI, IV XIII XVI eine 
(15^, 2O3) der betrachteten Art, welche ausser diesen 10 Cf.-geraden 9 
Cf.-diagonalen enthalt; die 20'** Gerade ist mit drei Schnittpunkten von je 
drei Cf.-diagonalen incident. Werden diese neuen Punkte mit 6', 8 , 7" 
bezeichnet, dann ergibt aich fftr die (15^ , 2O3) nachstehende Tafel. 



I 


I' 


I" 


I 


2' 


2" 


I 


3' 


' 3" 


I 


4' 


' 4" 


2 


1' 


' 2" 


3 


r 


' 3" 


4 


I' 


' 4" 


2 


2 


' 1" 


3 


3 


' I" 


4 


4 


' I" 



8 6' 7" 

834 

8 3' 4' 

8 3" 4" 

6' 2 3 

6' 2' 3' 

6' 2" 3" 



," 



7 2 4 

7" *2' 4' 
7" 2" 4" 



Die zehn Geraden der zweiten Vertikalreihe bilden mit der Restfigur (9, , 6^) A 
der Geraden ii'i" in Bezug auf die (12^ , lö,)^ eine zweite Cf. dieser 
Art, welche durch .die folgende Tabelle dargestellt wird. 
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6' 


7" 
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6' 
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2' 


6' 


3' 


2" 


6' 
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7" 


2' 


4 


3" 


2" 
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4' 


3' 
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4' 


3" 


2' 


4' 


7" 


2" 


4' 


3 


8 


4" 


3" 
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4" 


3' 


2' 


4" 


3 


2" 


4" 


7" 
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Auf der zweizögigen Cg, welche dieser Cf. umschrieben werden känn, 
sind offenbar 82 2'2", 6'44'4", 7"33'3" drei Punktquadrupel. 

DÖie sechszehn in einer (12^, 163)^ enthaltenen (93,63)^ bestim- 
men ebensoviele neue Cf. (12^, 16^) A, deren jede von der ursprftng- 
lichen Cf. 6 Gerade und 9 Diagonalen absorbirt; die sechszehnte Gerade 
der neuen Cf. ist derjenigen Geraden der alten Cf. in einer (154 , 20^) 
associirt, för welche die betreflPende (9^ , 6^) A die Restfigur bildet.D 

9. Die vollständige Untersuchung der Cf. (12^ , 16^) A in Bezug 
auf ihre sammtlichen Restfiguren ergibt, dass die 18 Diagonalen der Cf. 
zu dreien nach 1 2 Punkten zielen, welche mit 1 6 Geraden incident sind, 
und mit diesen eine neue (12^, i6g)^ darstellen, die ich als die »assö- 
ciirte» Cf. bezeichne. 

Nachstehende Tabelle enthält die Resultate dieser Untersuchung und 
die Bezeichnung der Schnittpunkte. 





Geradentripe 


1. 




Sclmitt 
punkte. 
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3' 4' 
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' 2" 
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1' 2' 


•3' 
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' 3" 


8" 
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Geradenpaare, welche in einer (15^, 2O3) associirt aind: 
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6 


' 5" 



Aus dieser tibersicht erhellt, dass die associirten von vier durch einen 
Cf.-punkt laufenden Geraden der einen Cf. in der associirten Cf. ein voll- 
ständiges Vierséit bilden, welches zugleich die^ Restfigur jenes Punktes in 
einer (15^ , 2O3) ist, der ausser jenen 8 Geraden noch 12 Diagonalen der 
ersten (12^ , i6g) angehören. 

Beispiel. 
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Die Diagonale 12 des vollständigen Vierseits i2i'2'i"2" wird von den 
Diagonalen i'2', i"2" beziehungsweise in 6 , 5 geschnitten: 1,2,5,6 
sind daher harmonische Punkte. 

»Die Punkte zweier associirter (12^, 163) trennen sich harmonisch 
auf den achtzehn ihnen gemeinschaftlichen Diagonalen.D 

10. Die achtzehn von den 24 Punkten der beiden Cf. (12^, 163) 
gebildeten harmonischen Gruppen sind in der nachstehenden Tafel ent- 
halten. 
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»Die Punkte zweier associirter (12^, 163) bilden mit ihren 18 ge- 
meinschaftlichen Diagonalen eine Cf. (24g , 18^), in welcher je vier Punkte 
einer Geraden eine harmonische Gruppe darstellen.» 

Diese »harmonische)) Cf. ist aus 2 Tripeln vollstÄndiger Vierecke 
derart zusammengesetzt, dass je 2 dieser Figuren, welche nicht demselben 
Tripel angehören, eine gemeinschaftliche Nebenecke haben. Den 9 Neben- 
ecken entsprechend lassen sich die Cf.-geraden demnach in 9 Paare asso- 
ciirter Geraden anordnen. 

Aus der Tabelle ist weiter ersichtlich, dass die 8 Geraden, mit welchen 
eine Cf.-gerade verbunden ist, auch die ihr associirte Gerade in Cf.-punkten 
schneiden, während die ftbrigen 8 eine aus 2 Quadrupeln gegenseitig ge- 
trennter Geraden gebildete (163 , 8^) darstellen, deren Punkte somit die 
Basis eines (7^-Böschels sind. Jedes associirte Geradenpaar kommt also in 
2 Sextupeln gegenseitig getrennter Geraden vor; die Entfernung eines 
solchen Sextupels liefert eine Cf. (243, 12^). 



1 1 . Jedes der in der zweiten Tabelle des § 9 aufgezahlten Geraden- 
paare enthält ein Sextupel gegenseitig getrennter Punkte der harmonischen 
Cf.; die Ausscheidung eines solchen Sextupels liefert offenbar eine Cf. 183. 
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Werden beispielsweise aus der Tabelle des § 10 die Punkte ii'i"86'7 
fortgelassen, so ergibt sich die Cf. 
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welche noch 6 Sextupel getrennter Punkte enthält, entsprechend den 6 
associirten Geradenpaaren der beiden (9, , 63), welche in den beiden asso- 
ciirten (12^, 163) die Restfiguren der Geraden ii'i" und 86'7" sind. 

DDie 183 besteht aus zwei Tripeln von Dreiecken (234, 2'3'4', 2"3"4" 
und 567, 5'7'8', 5"6"8") in solcher Lage, dass jede Seite und ihre Ge- 
genecke eines dem ersten Tripel entnommenen Dreiecks einer Ecke und 
deren Gegenseite eines Dreiecks des zweiten Tripels incident sind.» 

Werden den Geraden der 183 die 3 associirten Geradenpaare 
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zugesellt, so verschwinden 3 getrennte Punktsextupel und es entsteht 
eine Cf. (18^ , 243), welche in Bezug auf ihre Punkte, nicht mit Rftck- 
sicht auf ihre Geraden, regelmässig ist, indem jeder Cf.-punkt in 7 Cf.- 
dreiecken vorkommt. (Beispielsweise gehört der Punkt 2 den Dreiecken 
234, 23'5, 23'8", 24"6, 24"5', 255', 268" an.) 

Die letzten 3 Punktsextupel werden aufgehoben durch Hinzutreten 
der ftbrigen Geraden der obengenannten Restfiguren, also der Geraden- 
paare 
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<0 J. do Vries. 

in der nunmehr eiitstandenen Cf. (iS^ , 30g), welche in Bezug auf jeden 
ihrer Punkte gleichartig zusammengesetzt ist, erscheint jeder Punkt als 
Ecke von 15 Cf.-dreiecken. (För 2 kommen z. B. ^u den oben er- 
wahnten noch die Dreiecke 23'4', 23"4", 24'5 , 24'5', 23"6 , 23"8", 258", 
25'6.) 

12. Einer bekannten Eigenschaft der Cg zufolge bilden die Neben- 
ecken des Punktquadrupels 1234 mit dem Tangentialpunkte des Quadrupels 
ein neues Punktquadrupel.^ Demnach gehören die 3 Tangentialpunkte 
und die 9 Nebenecken einer (12^ , 16^) A einer Cf. der nämlichen Art an. 
Indem diese Nebenecken auch als Nebenecken der Quadrupel der asso- 
ciirten Cf. auftreten, sind sie die Schnittpunkte der Curven 3**' Ordnung, 
welche den beiden Cf. umbeschrieben werden können, während sie mit 
den Tangentialpunkten der associirten Cf. wiederum eine (12^,163)^ 
bilden. 

Mit Htilfe der nachstehenden Bezeichnung: 

(1256, 3478)= 9 
(i35"6", 247"8")=io 

(i47'8', 235'6')=ii 
(i'2'67,3'4'58)= 9' 
(i'3'5"8", 2'4'6"7")= 10' 
(i'4'5'8', 2'3'6'70- II' 
(i"2"57,3"4"68)= 9" " 
(i"3"6"8", 2"4"5"7")= IQ" 
(i"4"5'7', 2"3"6'8')= II" 
ergibt sich, dass die 9 Nebenecken mit den Geraden 



9 10 II 

10 11' 9 

11 9' 10 



// 



// 



9 1 1' 10 

10 9' 1 1 

11 10' 9 



// 



// 



* DuiiÉGE, die ebenen Curveii dritter Ordnung ^ § 388. 
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incident sind, mit denen sie die Restfigur (9^ , 63) bilden, welche den 
beiden von den Tangentialpunkten der beiden asgociirten Cf. bestiramten 
Cf. (i2^, 163) gemeinschaftlich ist. 

1 3. Werden aus der in § 1 1 betrachteten Cf. 1 8^ die sechs gegen- 
seitig getrennten Punkte 23'4"78'6" fortgelasscn, so bleibt eine (i2j , i8,), 
deren Gerade zu zweien nach den 9 Nebenecken zielen. Fögt man diese 
9 Punkte samint drei gegenseitig getrennten Geraden der obigen (9, , 6j) 
hinzu, 80 cntsteht folgende Cf. si,: 



569 

3 4 9 
3 5" 'O 
4 
4 

3 

9 10' II 



8" 10 

7' II 
<;' II 



2 

4 

5 
2' 

4' 
2' 



// 



6 9' 

5 9' 

8" 10' 

4' 10' 

5' II' 

7' II' 



10 I i' 



// 



2" 5 9" 

3" 6 9" 

3" 8" 10" 

2" 5" 10 

5' 7' II 

2" 3" II 

II 9' 10 



// 



// 



// 
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In dieser aus je sechs Punkten der beiden associirten (12^, i6g) und 
ihren gemeinschaftlichen Nebenecken und Diagonalen nebst drei mit Neben- 
ecken incidenten Geraden zusamraengesetzten Cf. kommt jede Nebenecke in 
keinera Cf.-dreiecke, jeder der Ubrigen Punkte in zwei Cf.-dreiecken vor. 
(Der Punkt 3 findet sich z. B. in den Dreiecken 3 4 i o , 34 11.) 

Eine von dieser Cf. durchaus verschiedene 2I3 ergibt sich, wenn 
aus der harmonischen Cf. die Punkte einer (12^, 163) fortgelasscn, da- 
gegen die Nebenecken sammt drei getrennten Geraden der zugehörigen 
(93 > 63) hinzugefttgt werden. Ihre Geraden sind in der nachfolgcnden 
Tabelle zusammengestellt. 
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J. de Vries. 



Die Punkte dieser 21^, sind Ecken in 9 oder 4 Cf.-dreiecken jc nachdcm 
sie Cf.-punkt oder Nebenecke der (12^ , 163) sind. 

Indem die ttbrigen drei Geraden der von den Nebcnecken gebildeten 
(93,63) von jedem Quadrupel getrennter Geraden der (12^ , i6g) getrennt 
sind, gibt das Hinzutreten dieser sieben Geraden zur obigen 21 j eine 
neue Cf., nÄnilich eine (21^, 283). Die bezftgliche Tabelle enthält ausser 
den im vorhergehenden Schema aufgeftthrten Geraden noch beispielsweise: 



9 11' 10" 



10 9 

1 1 10' 



' 11" 



ft 



1 I' 1" 

2 3' 4" 

3 4' 2" 



4 2' 3 



// 



Wie leicht ersichtlich, ist die Anzahl der Cf.-dreiecke, in denen ein Cf.- 
punkt vorkommt, in dieser Cf. die nämliche wie in der 2I3 aus welcher 
sie abgeleitet worden. 



14. In § 8 wurde gezeigt, wie jeder Geraden der (12^,163)^ eine 
Cf. derselben Art zugeordnet ist, welcher die 9 Punkte ihrer Restfigur 
und die 3 Punkte der associirten Geraden angehören. Um fttr diese zu- 
geordnete Cf. die associirte Cf. aufzustelien, ftihre ich fQr ihre Diagonal- 
schnittpunkte (vgl. § 9) nachstehende Bezeichnung ein. 
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Im Anschluss an § 9 stellt die folgende Tafel alsdann die Geraden der 
associirten (12^ , i6g) dar. 



I I" I' 

I (2 2')(2 2") 

« 

I (33')(33") 
I (44')(44") 



(2'2") I" (22") 
(2'2")(22') r 

(2'2")(33')(44") 

(2'2")(44')(33") 



(3'3'0 1" (33") 

(3'3")(220(44'') 

(3'3")(33') I' 
(3'3")(44')(2 2") 



(4'4") I" (44") 

(4'4")(2 2')(33") 
(4'4")(33')(2 2") 

(4'4")(440 I' 



Mit Rticksicht auf den Umstand, dass die Punkte 1,2,8 die Ne- 
benecken des vollständigen Vierecks 3'4'3"4" sind, erhellt, dass die Punkte 
(3'3'0 > (4' 4") ^1^ Schnittpunkte von zwei Gegenseit^n mit einer Diagonale 
durch die Punktepaare 3'3", 4'4" von i harmonisch getrennt werden. 

»Die associirte (12^,163) der einer Geraden der ursprtinglichen 
(12^, 163) zugeordneten Cf. enthält die Punkte jener Geraden sammt den 
neun Punkten, von welchen sie durch die Punkte der ursprilnglichen Cf. 
auf den mit ihr verbundenen Geraden harmonisch getrennt ist.» 

15. Indem die Punkte 3', 3" ausser mit 4', 4" auch mit den Paaren 
2'2", i'i" ein dem obigen entsprechendes vollständiges Viereck bilden, 
mössen noch zwei der 28 analoge Gerade nach dem Punkt (3'3") zielen. 
Es sind dies die Geraden 38" und 46', von denen die zweite schon in 
der ersten Tabelle des vorigen Paragraphen auftrat. 

Die Gerade 28 enthält ausser den Punkten (3'3") , (4'4") offenbar 
noch zwei der Punkte, welche auf den Geraden der der urspröng- 
lichen (12^ , 163) associirten Cf. deren Punkte von den tlbrigen beiden auf 
der betreflfenden Cf. -geraden belegenen Cf.-punkten harmonisch trennen. 
Diess ergibt sich aus der Betrachtung des vollständigen Vierecks 5'6'7"8", 
ftir welches 2,8,7 die Nebenecken sind; die Diagonale 28 schneidet 
nämlich auf den Gegenseiten 5'7", 6'8" die von 7 harmonisch getrennten 
Punkte (5'7") , (6'8") aus. 

»Die Punkte Ä, welche die Punkte zweier associirter (12^, 163) auf 
deren Geraden zu harmonischen Gruppen ergänzen, bilden mit den Ge- 
raden, welche ausser den gemeinschaftlichen Cf.-diagonalen die Punkte 
der einen (12^, 163) mit denen der anderen Cf. verbinden, eine Cf. 

(963, 72J.» 



80 J. de Vries. 

Beachtet man, dass die harraonische Cf. (24^ , 18^) dreipunktige und 
zweipunktige Cf.-diagonalen besitzt, näinlich die 32 Geraden der beiden 
associirten Cf. und die 72 oben erwähnten Verbindungslinien, so känn 
das letzte Ergebniss auch in dieser Form ausgedröckt werden: . 

»Die zweipunktigen Diagonalen der harmonischen Cf. begegnen den 
dreipunktigen in 96 Punkten welche mit den Cf.-diagonalen der ersten 
Art eine (963 , 72^) darstellen. Dabei werden auf jeder zweipunktigen 
Diagonale zwei, auf jeder dreipunktigen drei harmonische Gruppen ge- 
bildet, indem jede Cf.-gerade in jedem auf ihr belegenen Cf.-punkte 
durch je zwei dreipunktige Diagonalen von je einer zweipunktigen har- 
monisch getrennt wird.» 

16. Indem die Punkte (22'), (22") durch die Punktepaare 2,2' 
und 2 , 2" von den Punkten i", i' harmonisch getrennt sind, ist die in 
der letzten Tabelle des § 14 vorkommende Gerade i(2 2')(2 2") harmo- 
nisch conjugirt zu ii"i' in Bezug auf I2"2' und 12, d. h. sie trennt in 
einem der (12^, 163) angehörigen vollständigen Vierseite eine Seite har- 
monisch von einer zweiten Seite und einer Nebenseite. Jeder Punkt der 
(12^ , 163) ist somit zwölf derartigen Geraden incident. 

Die in der nämlichen Tabelle enthaltene Gerade (2'2")(33')(44") 
schneidet die drei getrennten Geraden i2'2", i"33', i'44" in Punkten, 
welche zu i , i", i' in Bezug auf die anderen Punkte jeder Geraden har- 
monisch conjugirt sind. Jede aus Områden der (12^, 163) gebildete (9.^,63) 
gibt also 6 Geraden H dieser Art: im Ganzen sind somit 96 Geraden U 
in jeder (12^ , 163) vorhanden, welche zu sechsen mit den 48 Punkten h 
incident sind. Letzteres erhellt aus dem Umstande, dass z. B. die Gerade 
T2'2" von 6 Geradenpaaren der (12^, 163) getrennt ist, entsprechend den 
beiden Quadrupeln gegenseitig getrennter Cf.-geraden, in welchen sie 
vorkommt. 

»In jeder (12^, 163) bilden die Punkte h mit den Geraden H eine 
(48^ , 963), welcher die 16 Geraden der (12^ , 16.,) als dreipunktige Cf.- 
diagonalen angehören; von den zweipunktigen Diagonalen zielen je 12 
nach den 12 Punkten der (12^, 163), wahrend ausserdem deren 72 zugleich 
Diagonalen der harmonischen Cf. sind.» 

Weil jene 12X12 zweipunktige Diagonalen offenbar zu sechsen mit 
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den Punkten h incident sind, entsteht eine Cf. (öOj^ , 240J, wenn sie mit 
den Punkten der (12^ , 163) der (48^ , 963) hinzugefögt werden. 

Indem jene 72 Geraden auch je zwei Punkte h der aasociirten Cf. 
enthalten, sind sie als Cf.-diagonalen den beiden (48^ , 963) gemeinschaft- 
lich, welche in Bezug auf die beiden associirten (12^ , 163) gebildet werden 
kOnnen: sie stellen eben die in § 15 gefundene (96g , 72^) dar. 

Werden die 16 Geraden der (12^, 163) als Cf.-gerade in Betracht 
gezogen, so ergibt sich schliesslich aus den 48 Punkten h eine Cf. 
(48, , 1 1 2g), welche der (12^ , 163) eingeschrieben ist. 



» ^ — 
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SUR UÉQUATION DU SIXIÉME DEGRÉ 



PAB 

F. BEipSCHI 

å MILAN. 



1. Les invariants d/une forme binaire du sixieme degré. 

j. Les expressions des invariants cl'une forme binaire du sixiérae 
ordre, en fonction de ses coefficients, sont connues depuis longtemps par 
les travaux de Clebsch, Gordan, Cayley, Salmon.^ Ges invariants sont 
cinq et des degres 2,4,6,10,15. 

Soit : 

u{x^ , x.^ = Uqx] + 6h^x\x.2 + i5^i^t-^2 + . . . + u^xl 
la forme du sixieme ordre, et: 

k =- {uu\ = kQx\ + /[k^x\x^ + • • • + 1^4.A 
un de ses co variants biquadratiques; on a: 

K = "0W4 — 4«lW8 + 3«j, 2i-j = U,Mj — 3tt,M^ + 2tt,Mj,, 



* Clebsch et Gk)RDAN, Sulla rappresentazione tipica delle Jorme binaricj Ann al i 
di Matematioa, Serie 2*, Tomo l°, 1867. — Cayley, Memoirs upon Qnaviics. — 
Salmon, Lesspns ititroductory to ihe modern higher Algehra, 

Acim mathtmatie; 13. Imprimé le 11 octobre 1888. 
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F. Brioschi, 



Les invariants des degres 2,4,6, son t: 



a = u^ii^ — öWjWg + i^u^u^ — iow'5, 






^0^3 



Z-3 

A.O • 



2 



Les expressions des deux autres invariants se déduisent de celles des trois 
CO variants quadratiques: 

I = (uk)^y m = {Ik\, n = {mk).^, 

et Ton a: Tinvariant du 10"'' degré: 



et Tiuvariant gauche du 15°*® degré: 



e = 



h 


»»0 


«o 


^ 


»i, 


«l 


h 


/M, 


w. 



Le carré de ce dernier invariant est une fonction rationnelle, entiére, des 
autres, et en posant: 



Q =g[i<'{if — 20</,.93) — 8(4^^ + 2 7 (fl)]. 



on trouve: 



c' = — 3[3(^— \^9i9i)P^ + 2O7? + 2ag;)pq + ^g.^q'']. 
Enfin si Ton pose: 

M(a;, , x^) = M„(a;, — ö;,a;,)(x, — o>,a;,) . . . (:i;, — w^a;,), 
rinvariant <?, ou discriminant: 

d = <(ö>, — w,)'-'(ö>o — w,)"' . . . (w, — (o^y 
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s'exprime en fonction des invariants o, j g^j g^j g de la maniére suivante: ^ 

et en conséquence on peut substituer d 2b g. 
2. Par la transformation linéaire: 

on obtient: 
ét^nt: 

'^ ",(5o;(5U(52X53)(S4)' '^^ (rS) 

et 

(rs) = ö>r — ö*.- 

Soit: 

et calculons les invariants des degres 2,4,6 de cette nouvelle forme 
du sixiéme ordre, que j'indique par dy y^y y^* Je supposerai p^ = o, ce 
qui n 6te rien a la généralité de ce qui suit. On a ainsi : 

a = — g(p4 + ip\)y n =-^{^^PlP4. — APtPl + 6/?J + p^p,\ 

rs = — ^»^ [i 6i?j + 1 6pi + e/^p\p\ — 2>op\p^ — 2op^pip, — 4phhPö — p^ip^, 

et, comme donne la théorie des invariants, 

A étant le discriminant de la forme U{$^ , f^). 



' Annali di Matematica, Serie 2^, Tomo l°, H discriminante delle forme bi- 
narie del sesto ordine. 
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2. Becherches anciennes sur certaines équntiofis du siodeme degré. 

I . J'ai déja fait (jonnaitre ^ les travaux de deux géométres italiens, 
Malfatti et RuFFiNi, relatifs a 1 equation du 5™® degré, et le lien entre 
ces anciennes recherches et celles dues a Jacobi, Cayley et d^autres 
géométres anglais. ^ 

Je vais rappeler en peu de möts comment on arrive ä Téquation 
du sixiéme degré que j'ai nommée résolvante de Malfatti. Considérons 
1 equation du 5°"® degré: 

dont les racines sont ^0 > ^^i ' • • • ' ^4- ^^ posant avec Malfatti: 
7}^ =m + p + q + n, rj, = em + £> + e^y + ^V, 

rj^ = s^M + e^p + sg + s^n, tj^ — e^in + sp + e^q + eV, 

dans lesquelles i + 2e + 2e* = ^5", on trouve que le produit p = mnpq 
est une fonction des racines J^o ' ^^i ' • • • > ^4 n'ayant que six valeurs; en 
effet elle est cyclique, invariable pour les substitutions: 



\2r) ' \zr) ' [^r) 



et les six valours sont correspondantes aux substitutions: 

\r) ' ((2r)*)' W+ l)'---^ W + . 

En posant: 

w;= 5'[i5/>— i2p? + Pi\ 

^ Sxdla risolvente di Malfatti per le equazioni del quinto grado^ Annali di Ma- 
teinatica, Serie i*, Tomo 5°> 1864. 

' Jacobi, Observatio de aequatione sexti gradus, ad quam aequationes quinti gradus 
revocari possunt. Journal de Crelle, T. 13. 

Cayley, Philosophical Transactions, T. 151. 
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la résolvante de Malfatti est la sui vante: 

[«'' + 4.5.3'./?'^ + 4'.5.3'.r]'+ 3V+ 5.6a]A =0, 
dans laquelle: 

/?= ^ [2PI — iSplp, + I 2p,pl — 3p^p,], 

r = -jhi [36(1 2plpl + 1 2^5 — 3 1 p,pIp, + 9plj)tp, + 4PsP4Pö) - 2 7P-,pl - 1 1 2;>J], 

et a , A ont Ics valeurs supérieures. 

Or les valeurs de y9 , ^^ peuvent s'exprimer en fonctions des invariants 
dyf^yYz ^^ ^* maniére suivante: 

et par conséquent la fésolvante de Malfatti peut étre considérée comme 
une transformée d'une équation spéciale du 6°*® degré, transformée dont 
les coeflficients sont- des invariants de la méme équation. 

2. La valeur fondamentale ( j qu'on obtient en formant le produit 

p = mnpq donne pour w^ la valeur: 

étant: 

^ = ^o('72'78 + ^1^4) + 7? (57072 + ^3^4) + 572(571573 + 570374) 

+ 57J (5^2374 + 5yo57i) + 57^571572 + 570573) ; 
ou si Ton pose: - . 

r\ = (571 - 578)(57o - V^){V2 - 574)(374 - 570), rJ = (572 - 574)(57i - Vb){v^ - 57o)(7o'- 7i), 

rU = (572 - 573)(/;o - 7l)(37l - 5?4)(574 - 57«), fu = {Vx ^ ^^){^0 ^ V^){V^ - ^^){^^ ^ Vo)^ 

on a: 

wq = 2^84 ^5 ^0 ri2> 

et Ton déduit au moyen des substitutions : 

V(2r)V ' \{2ry + l) ' V(2r)' + 4/' 

t^i = 2^12 — rti — rt — rU . ?^2 = ^rt — rt — rn — rti', 
" . 4444 

^3 ^^^ 2^0 ^12 ^84 Tö» 
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et les substitutions: 



i2r) 

don nen t: 



» + 2) ' i(2r)- + 3J 



to, — 2y\ 


/« /o» 




w, = ^r\ 


rl-r\- 





étant : 

r** = (jys - v*){vo — %)iyi\ — v-^Kv^ — Vo\ rti = iv» — v^^Vy - '?«)('?« - ^^{v^ — 'yO' 
r\ = (70- v-^{v\ — v»)iV' — v*){'>i*—v>)' Tn = (j?! - T>ii){vo- V3)ivi - v*){v*—v»)- 

3. Corame j'ai démontré autrefois, si dans Téquation supérieure de 

Malfatti on pose 

w + 5.6.a = — 3A^ 

on obtient la transformée : 

;/• + 30aA^ + 6o(5a^ + /i)X' + A*A+ 40(2501' + i5«/9— 2r) = o, 

ou les résolvantes de Jacobi et de M. Caylev. 



3. CanHéquences des resultats exposés dans le chapttre précédent. 

I. Soit, comme dans le chapitre i"", [rs) = ö>^ — ft>,, et considérons 
les dix fonctions suivantes des racines (o^^ w^^ . , . , a)^\ 

et =-. (O2)(24)(4o)(i3)(35)(5 0> < = (oi)(i3)(3o)(24)(45)(52), 

cU = (oi)(i4)(4o)(2 3)(35)(52), 4, = (o2)(2 3)(3o)( 14X45X51), 

. <^« = (03X34X40X12X25X51). Ct4 = (01X12X20X34X45X53), 

C* = (02X25X50X1 3)(34)(4 o, 4 = (oiXi5)(5oX23)(34)(42), 
cU = (o3X35X5o)(i2)(24)(4i), c* = (o4X45)(5oXi 2)(2 3X3i)- 



Sur ]'équation du sixiéme degré. 89 

Entré ces fonctiohs on a ks relations connues: 



^28 "T .^U ^6 


"T ^0 ^12 ^84» 


^4 "r ^08 — ^ö 


Co 1' Ci2 ^84, 


^01 "T ^4 = ^6 


^ ^12 4" ^84 > 


^28 ^14 ^4 


^4 4 ^4 

^08 ^01 ^2 > 



et en conséquence si Ton indique par dl un quelconque de ces derniers 
binomes, et l'on pose: 



Cg C\y Cq C.J , Ci2 C3 , C84 — C4 , 



on aura: 



4=^(a.+<a), c}, = i(a»-(a), 



cl = ^(a, + (a), 4 = ^(0, — a), 

c*oi = ^ («8 + ö), c* = ^ (a, — <a), 



étant: 



Soit: 

«' + ^,c' + y^c' + g-jC + g, = o 

Téquation dont les racines sont c^ , c^ , e^ , c^; la relation connue: 

''83^14 ^^ ^li^O "^ ^11^34 

donne pour Ä' la valeur: 

a» = g-? — 4.7, + 8 v^. 

2. On a vu au chapitre i' que les racines 5^0 » ^i » • • • ^^"* 1'®^^ 
aux raqines a>, , o», , . . . par la relation : 

I 

Åeta mathematita. 12. Imprimé le 10 octobre 1888. 12 
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on en déduit tres facilement qu'entre une quelconque des fonctions j^*, et 
la correspondante c*„ on a celle-ci: 

en conséquence, si Ton pose, par exemple: 
on aura: 



^^0 = M^'yo 



et en general 



Wr= ll^^Vr 



Indiquons maintenant par b , c des quantités analogues aux ^ , ;* du 
chapitre précédent, c^est a dire: 

on aura: 

et de la résolvante de Malfatti on déduira la sui vante: 

(A) b' + 4.5-3'.% + 4'.5-3'-c]» + 3'[y+5-6.a]/? = o, 
ou l'autre: 

(B) z" + 3oaz* + 6o(5rt* + b)g^ + d^ z + 4o(25rt'' + i sai — 2c) = o, 

z étant liée a y par la relation: 

y + 5 . 6fl = — 3^*. 

On arrive ainsl a ce resultat remarquable, que les quatre invariants: 

-^ 

hy c y d , ar) 

m 

de la forme u{x^jX^) du sixiéme ordre peuvent sexprimer en fonetion 
des dix quantités c,.,. 

On peut observer: que chacun de ces quatre invariants est iden- 
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tiquement egal a zéro si la forme u vl un facteur triple; et que leurs 
VÄleurs en fonction de Cj , c^ , c^ , c^ sont les sui vants: 



I 



* = — jr;^(y!— 3^2 + 3 VD, o = {g, — q,yj^y/q^, 

« 



4. Tratisformation de Véqtuttion générale du sixiéme degré. 

Sa forme notnnale. 

• 

I . J'ai montré il y a quelques années ^ de quelle raaniére on 
peut transforraer une équation générale du sixiéme degré au double point 
de vue d'annuler un ou plusieurs des coefficients de la transfornfiée et de 
rendre les autres des invariants de Téquation donnée.' 

Soient, comme au chapitre i', u{x^ , x^ une forme du sixiéme ordre, 

Ä = - (ww)^ un de ses covariants biquadratiques, d son discriminant; si 
des deux formes du cinquiéme ordre: 

^ = tu^ ^ ^x^k^ = o, ^ = tu^ — x^kd^ = o, 

dans lesquelles: 

i du i du 

on élimine le rapport x^:x^^ on obtient 1 équation: 



^ij > ^14 ' ^16 > ^16 étant des fonctions rationnelles, entiéres des invariants 
de la forme u des degres 12,14,15,16. 

^ Annali di Matematica, Serie 2^, T. II, Sulle relazioni esistenii fra cova- 
rianti ed invarianti di una stessa forma binaria. 

' Pour la théorie générale de ces transformations on peut consulter Timportant Mé- 
moire de M. Hermite: Sur Véquaiion du 5"® degré, pag. ll et suivantcs. 
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Avant de déterininer: la valeur de ces coefRcients, il est opportun 
de déraontrer une propriété remarquable des raciries i^ ,<,,..., /^ de la 
nouvelle équation corréspondantes aux racines ft>^ , ft>j ^ . . . , öi^ de Téqua- 
tion u{x) = o. On voit tout de suite que, étant: 



on aura: 



4 



^^ ^ jr67^^X^I^5<^r)«*'"(^.) — 3W"'(^r)]. 



Considérons la racine t^j en posant: 

I I 



m^ = 



'' ö/o — et>r (Or) ' 
on a: 

5 



VL^<1— oT .VL 4<( 6^0 ) ^"(Q>o ) — 3<'( ^e^o ) _ ,^V^,'i 

"TT T — ^ ^^r'"^r} '■ ^i7 \ — * -^ ^^r"^ri 

u{w^) 1 ^ (ö/J 1 

et en conséquence: 
On aura ainsi: 



ou: 



s'-h = A^. + <P. + <!^. + 'P. +'<P.l 



ayant indiqué par ^i > ^^ ? • • . les expressions suivantes: 

^> =ö^[(03)(04)(i2)(i5) + (02)(05)(i3)(i4)|, 
^» =(^)[(04)(05)(23)(2i) + (o3)(oi)(24)(25)], 
^3 = (^)[(o5)(oi)(34)(32) + (04)(02)(35X3i)], 
^« = (^)[(o0(o2)(45)(43) + (05)(03)(4i)(42)], 
^'. = (^ [(02)(03)(5 0(54) + (oi)(o4)(52)(53)]. 
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qui se déduisent Tune de Tautre par la substitution cyclique (i2345)i 
En se rappelant les valeurs des dix quantités c*, données au chapitre 
précédent, on trouve que ^i > 5^2 , . . • peuvent aussi 8'expriiner comme 
il suit: 

y^- (oiX2S)(34)' >^» ~ (02X1 3X45)' ^^~' (03X15X24); 



(04Xi2)(3S)' ^' . (05X14X23) 

^ ■ * 

Mais on démontre tres facileraent, et c^est connu, que chacune des cinq 
expressions: 

(o 0(25X3 4) c? ^3 Coi^'L, 

(o2)(i3)(45)4c?8C?2Cw, 

(04)(i2)(35)cJ cjc^^cjs, 
(05)(i4)(2 3)cJcJ4cj4 . 

est égale ä ETc = (J^. On aura en conséquence: 

Ö . ^.j == ^01 ^08 ^13 ^38 L^S ""~ ^0 J> 

O . ^3 = ^3 C^ ^14^12 L^08 "T ^6 J> 

O »Yi r=^ Cl Cq C^iCQ^\Cii C'oiJ, 

c^'(p, = — cl cl cl,cl[cU + ctj; 

d'autre part, des relations connues entré les carrés des fönctions c^,, on 
déduit que: 

^01^08^12^28 ^^ ^01 (^84 "T ^08; ^3^2^01 ^84 > 

^2 ^4 ^14^12 ^^ ^2 \^01 "T ^12 j H" ^5^2^01 ^84 y 

\ 

Ci Cq C34C03 = ^34\^fi ^0 j ^5^2^01^84? 

^0 ^*« ^23^14 ^^^ ^Ä (^14 ^2)1 ^« ^2 ^01 ^34» 
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doiic en observant qu'on a: 

on arrive ä ce resultat: qué les racines t^ y t^ , . . . sont exprimables en 
fonction des quantités c*,. (Tn a pour t^: - 

5 • ^0 ^^^ ^61^2^34 ^2^01 ^12^14 ^01 ^34 J ^oL^14^84 I ^01 ^OsJ 

I ^21^01^*31 ^03^12j' 

Au raoyen des relations établies dans le chapitre précédent entré les dix 
quantités cj, on arrive a démontrer que les racines t^ j t^ j . . . peuvent 
se represen ter corarae il suit: 

5'-^2 = K + «2^ 5'-^ = ^ — «2^ 

5'-^4 =h+ «3^ 5'-'3 = K ~«3t 

dans lesquelles: 

«1 = ^1^2(^3 + ^4) — ^3^4(^*1 + ^2) — (^1 + ^•2)(^3 + ^4)^1 + 2»! V^, 

«2 = ^i^sK + ^2) — ^4^2(^*1 + ^3) — (^1 + ^3)(^4 + ^2)^2 + 2a, v/^, 

«3 = ^1^4(^2 + ^3) — ^2^3(^1 + ^4) — (^1 + ^4)(^2 + ^8)«3 + 2a8V^, 

et: 

K = (^1 — ^2)(^3 — ^4)^^ ^ = (^1 — ^3)(^4 — ^2)^^^ 

^3 =(^l— 0(^2— ^'3)0' 

et en conséquence ft^ + J^^ + J^ = o, comme cela devait étre. 

Mais, ce qui est reraarquable pour le but que nous avons en vue, 
ces quantités a^ , 6j , . . . sont des fonctions des quinze différences deux 
a deux des racines y© > ^i > • • • > ^ö • ^ Taide des relations démontrées pré- 
céderament on transforrae en effet les expressions supérieures dans les 
sui vantes: 

54a,=. [o2][i5][34] + [o2][i4][35] + [o4][i3][^5] + [o5][i3][24], 

(i) 54a, = [oi][25][34] + [oi][24][35] — [o4][i5][23] — [o5][i4][2 3], 

54«3= — [o3][h][25] — [o3][i5][24] + [o4][i2][3 5] + [o5][i2][34], 

a 

27*,= — [oi][23][45], 2 7&,= — [o3][i2][45], 27^,= [o2][i3][45], 
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dans lesquelles 

[rs] =y^ — y^ 

et Ton a pose u^ = i. 

2. En vertu d'un théoréme connu de la théorie des formes, les eoefifi- 
cients de la transformée en t seront, en conséquence des valeurs supé- 
rieures de a^ , 6j , . . . , non seulement des invariants ou des fonctions d'in- 
variants de la forme u{x^ , x^), corame nous Tavons déraontré, mais aussi 
des invariants, ou des fonctions des invariants de Téquation (A) en y. 
La détermination de la valeur de ces coefficients se réduit alors a la ealcu- 
lation de quelques coefficients numériques. Il est evident que le coefRcient 
u^^ est egal a Tinvariant du second degré de Téquation (A), sauf un 
coefficient numérique; que u^^d est egal a un invariant du quatriéme 

degré; u^^^ egal a la racine carrée du discriminant, u^^å^ egal ä un in- 
variant du sixiéme degré. 

Soient, pour Téquation (A), I ^ m j n ses invariants des degres 2,4,6 
analogues aux invariants a,ft,c de la forme u; et soit ^ le discriminant. 
En posant: 



^3^2 



v =-3 -5 'i, 
on trouve que l'équation en < ou en t; est la suivante: 

(C) v^ + 30/t;' + 60(5/^ + in)v^ + pK + 40(25/' + islm — 2n) = o, 

et a cette équation je donne • la dénomination de forme normale de Téqua- 
tion du sixiéme degré. 

Cette équation a la méme forme que Téquation (B) en Zj par con- 
séquent si Ton pose: 

^+5.6./=— 3t;^ 

elle se transforme dans la suivante: 

(D) [^^^4- 4.5.3'.^^+ 4'.5.3'.n]'+ 3V+ 5.6.qp=,o. 

La détermination des valeurs de /,i»,w, en fonction des invariants 
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ttyb j Cy d de la forme u{x^ , x^)y ne présente ainsi aucune difificulté^ et 
Ton trouve: 

• 5p + m= 5'.4*.3"[(i !«' - 26)rf + 4a(5&' + O 

+ i86*(5rtJ— c)]rf, 

25Z* + 15/m — 2» = — 2.5'. 4*. 3"[4(8a' + I2ä5— c)rf 

+ 12(0» — 46)(5&' + c')-4.3*.a*'(5«* — c)+ s'.»']^-,' 
ayant pose: 

3-4' 

Enfin ^* nou8 Tavons démontré egal, sauf un coefiRcient numérique, ä 

«*,j(P; or la forme u{x^ , x^) ne peut avoir d'autre invariant du quinziéme 
degré que Tinvariant gauche qu*on a indiqué par e dans le chapitre i*", 
et on trouve: 

p^ = — 4\5'\3'\eÅ 

La forme normale des équations du sixiéme degré est par conséquent 
complétement calculée. 

Gette équation normale est, comme on a vu, le resultat de l'élimi- 
, nation du rapport x^ : x^ de deux équations du cinquiéme degré jp = o, 
(p = o. Il est evident que de ces deux équations on pourrait ausisi 
déduire la valeur de x^\x^ en fonction rationnelle de ty c^est a diré que 
la recherche des valeurs de 01^ , ö>j , . . . ou la resolution de Téquation 
générale du sixiéme degré u{x) = o dépend entiérement de la resolution 
de Téquation en t. 

3. La forme de Téquation supérieure en a montre tout de suite, 
si on se rappelle Téquation (A), de quelle maniére les racines a^ya^y... 
sont formées avec les y© > 2/1 > • • • • En indiquant par ä„ les dix fonc- 
tions qu'on obtient en substituant dans les c„ les racines y^^y^^ ... 
aiix racines ö>^ , öi^ , . . . , on arrive trea facilement a ce resultat: 
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Co -= 2hl — hl — Ät, — K, 

, ff, = 2AJ — Ät, — hl - n = K + Ät4 + Ät, — 2ÄJ, 

«T4 = 2 Ät, — Ät4 — K — ÄJ = Ät, + Äjs + Ät — 2 Ät, 

«T, = 2Ät« — Ät — ÄJ — Ät, = Ät4 + Ät + ÄJ, — 2 Ät, 

<T, = 2 Ät — Äts — Ät — Ät, , 

Ot = 2 Ät ~ Ät4 — Äjj — Ät, 

■ 

et de cea relations on déduit les sui vantes: 

ÄJ = — - (^1 + ^2 + ö'4)j Äts = — 2 (ö*! + ^2 + ö-o), 

'*J = (^0 + ^4 + ^2)? ^M = (^0 + ^4 + ö-,), 

I I • 

(E) ^23 = — - (^9 + ^4 + ^3)» ^{4 = — - (ö-J + ^4 + ^r>), 

Äl = (^1 + ^2 + ^3)» ÄJs = (^1 + ^2 + ^fi), 

ÄJi = -— - {(Ta + ö-i + ö-s), ÄJ = — - (0-4 + /Ti + fT,). 

Ces relations nous seront uti les dans le chapitre qni suit. 



5. JRéHoUtUon fle Véquati4^n fin sixietne degré. 

I . Soient 






yjfi^x , ^t) 



deux intégrales hyperelliptiques de premiére eapéce; et soient w^^ , ö),^, 
ö>j3 , w,4 ; ö>2j , ö>2j , ö>23 j ö>24 les périodes normales primitives. En poaant: 

Pr, = Ö>lrÖ>2. Öl2rÖ>l, = Psf '^ 

Acta mathftnatlra. 12. Imprimé le 12 octobre 1888. 13 
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on a, comme il est connu:^ 
et si: 

les nou velies périodes seront: 

i^31 Vit 

pour ^;j: i , o, r,^ =^, r^, =-^, 

» «,: o,. I, 7»=^» ^" =f^' 

et en conséquence t^^ = Tj^. 
Soitr 

une des dix fonctions. théta paires; et Ä,^ la méine fonction dans laquelle 
on a supposé t;, == t;^ — o. 

On sait qu'en indiquant par p la quantité: 

le produit //i9r, est une fonction des racines de Téquation f{s^ , g^) =: o, 
fonction qu'oh obtient en substituant ces racines dans Texpression c*, aux 
racines a», , a», , . . . de réquation M(a;, , a*.J = o. 
Si en conséquence on pose: 

^„ = //[2*,* — K — /^U - »Il 
f, = p\2K — H\, — Äj, — t%\ ], 

f , = /»'[s*!. — *L — '5".t — *J ], 
f?., = f,\2H\ — H\, — C — '9J ], 



' Jai adopté la notation duc au Prot^ Klein. Voir dans les Math. Annalen, 
Bd. 27, ijhtr hy2)€rellipti8che Sigmafunctionen, 
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réquation du sixiérae degré dont les racines sont ^o > Fi ? • • • > f^ö' aura 
la iiiénie forme que les équations (A) ou (D) , et Ton aura: 

dans laquelle -4 , jB , C , Z) sont pour la forme f{z^ , z^ les mémes in- 
variants qu étaient a ^ b , c , d pour la forme u{x^ , x^. 

Déterminons maintenant la valeur de ces invariants A j B j C ^ I) par 
les équations: 

Ä = l^ B = m, C =r. Uf D=2^^ 
on aura comme conséquence: 

C est ä dire les racines de Téquation (D) en a, laquelle est une trans- 
formée de Téquation générale du sixiéme degré u{x^ , x^)= o, s'expri- 
ment par des fonctions théta dans lesquelles la valeur des périodes est 
déterminée par les relations supérieures entré les invariants. 

Mais a cause des équations (E) on voit que, étant <7,. = f>ry^^ aura 
aussi: 

et en conséquence on peut déterminer la valeur des racines v^, v^ , . . . 
de réquation (C) en fonctions explicites des fonctions théta. 

2. Pour atteindre ce resultat il fa ut se rappeler les valeurs (i) de 
«i ? ^1 ; (^2 ' K *' ^3 ' ^3' ^^ ^^^* 4^^ chacune des quinze expressions: 

{yr — !/>)(:!/ r, — y.)iyr, — y.) 

dont se composent ces valeurs sont des fonctions des A,., et Ton a, par 
exemple, 

ASLSL8 LS 1.2 LS 
O '*JI '*^08 '•'Ii "'U ''w 



(^0 — yi)(yj — y»)(//4 —y,)=' 



X[h 
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On trouve ainsi pour v^ j v^ , . . . les valeurs suivantes: 

r 

~v, = &U&l,»l — »i[»i,&*, + »\ »u + »UK. — 2»l&uKAl 

— v, = &U', K, ~ KW *oi + Ki»l + »lA — 2fPX,»\ K,l 

— v, = »\,»\ Kx — KiK K + KiKs + »nK — 2&1&IA »Il 

En résumant: la méthode que j'ai suivie pour la resolution des cquations 
du sixiéme ordre se compose de quatre recherches diflférentes. i°. Etant 
donnée une équation quelconque du sixiéme degré u{x^ , or^) =^ o on peut 
au moyen de certaines fonctions de ses racines, fonctions que j'ai in- 
diquées par c*,, déterminer des quantités a six valeurs ^o ' ^i ' • • • ' y&' 
et les coefficients de Téquation dont les racines sont ces quantités ont la 
propriété d'étre des invariants de la forme u{x^ , x^). 2°. J'ai demon tré 
que d'autre part Téquation u{x^ ^ x^) = o peut étre directement trans- 
forniée dans une autre (forme normale (C)) qui a la méme propriété 
quant aux coefificients et la méme forme que la précédente. Les racines 
de Téquation donnée u(x^ j x^) = o sont des fonctions rationnelles des 
racines de cette derniére. 3°. Mais les racines de cette derniére sont 
des fonctions des ^o > ^i ' • • • ^'^^6 forme spéciale qui rend possible d*ex- 
primer la valeur de ces mémes racines en fonction de certaines quantités 
Ä*, composées avec les ^o > ^i ? • • • ^^ ^^ méme maniére que les c*, le sont 
avec les racines de 1 équation donnée. 4°. Enfin, de la théorie des fonc- 
tions théta hyperelliptiques a deux variables on déduit qu'avec les dix 
fonctions paires tf^,(o , o) on peut former des quantités a six valeurs, et 
que réquation qui a pour racines ces quantités est de la méme forme 
que les équations précédentes, et ses coefficients sont des invariants de 
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la forme du sixiéme ordre f{z^ , z,^ qui appartient aux intégrales nor- 
males hyperelliptiques. Ces invariants peuvent donc étre déterminés de 
maniére que cette derniére équation vienne a coKncider avec la trans- 
forraée de Téquation donnée. 

3. J'ai déduit Téquation (A) en y de la résol vante de Malfatti, 
mais je döis ajouter que cette équation, ou plus précisément la corres- 
pondante pour les fonctions ö„(o , o), se trouve dans un raémoire re- 
marquable de M. le D' Maschke, et que la calculation direete des in- 
variants de la forme f{z^ , z^) par les fonctions tf,.,(o , o) est due ä M. le 
D' Bolza/ Peu de temps apres la publication de ces mémoires, par la 
connaissance que j'avais depuis quelques années de la transformée en v 
de réquation générale du sixiéme degré je me suis aper9u que de cette 
colncidence de forme on pourrait déduire la resolution des équations du 
sixiéme degré; et j'ai communiqué ce resultat a mon sa van t ami M. le 
ProP Klein. Quelques jours apres M. Maschke m'a envoyé une com- 
munication pour TAcadémie des Lincei dans laquelle il était arrivé au 
méme resultat par une transformation de Tschiknaus.' 

Je dois remercier M. Mittag-Lefflek qui, m'ayant déterminé ä com- 
poser ce petit mémoire, m'a donné Toccasion de rendre plus claire et 
plus compléte la méthode que j'ai suivie. 

Milan, AoAt 1888. 



* Maschke, Vber die quaternäre^ endliche, linenre SubsiituHonsgruppe der Bor- 
chardfsch&i Moduln. — Boi>za, Darsiellung der rationalen ganzeii Invarianten der Binär- 
form sechsten Qrades durch die NuUwerthe der zugehörigen ^-Functionen, Matb. Anna- 
leo, Bd. 30. 

* Rendiconti della R. accademia dei Lincei, Seduta del 4 marzo 1888, La 
risoluzione della equazione del sesio gradoy Estratto di ana lettera del D' Maschke al 
Socio Bmoscm; Osservazioni sulla precedente comunicazione del Socio Brioschi. 
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BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER MEHRFACH LINEÄR 

VERKNOPFtEN FUNCTIONEN 

VON 

KARL HEUN 

in HiJNCHBN. 

Die folgenden Zeilen enthalten Zusatze sowie eine Berichtigung zu 
meinen Untersuchungen in Bd. 11, pag. 97 — 1 1 8 'dieser Zeitschrift. Die 
Hauptfrage, welche liier erledigt wird, ist diese: »Wann sind j)+ i ^fach 
linear verknupfte Functionen gleichgruppig?y) Herr Poincaré hat sich eine 
nahe verwandte Frage in dem Mémoire sur les fonctions zétafuchsienneSy 
Acta Mathematica, Bd. 6, gestellt und för p=^2 ausftlhrlich erörtert. 
Nur handelt es sich dort um Functionen derselben Familie, während ich 
Functionen derselben Ärt (genre) betrachte. Eine wesentliche Bedeutung 
hat dreser Unterschied nicht, da es sehr leicht ist von dem einen Falle 
auf den andern öberzugehen. Was mich die Functionen dersdben Art 
bevorzugen liess. war der Umstand, dass diese unmittelbar, zu den Be- 
ziehungen flihren, welche als eine Erweiterung der GAUSs'schen relatiönes 
inter functiones contiguas anzusehen sind. Gerade von hier aus eröffnen 
sich neue Gebiete för. die specielle Functionentheorie. Man denke nur an 
die Art, wie Gauss die Theorie der T-Function aus einer bestimmteh rc- 
latio inter functiones contiguas hervorgehen lässt. 

1. Die erzeugenden Substitutionen der ^-fach linear verknQpften 
Functionen mit i + i Verzweigungspunkten besitzen (ef. Acta Mathe- 
matica, Bd. 11, pag. 116) 

{p^ — i)(i — i) independente Coefficienten. 

Aciu mathematird. 12. Imprimé le 12 octobre 1888. 
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Karl Heun. 



Zu der entsprechenden Gruppe gehören unendlich viele Differentialglei- 
chungen, die sich zunächst durch die Zahl der »individuellen)) Parameter 
unterscheiden. Die DiflFerentialgleichung, fttr welche diese Zahl gleich k 
ist, besitzt, abgesehen von den Verzweigungspunkten, welche wir jetzt als 
vorgegeben betrachten, 



{■P— ^){i + O + (P— O 






O 



+ k 



independente Parameter. Die letztere Zahl wird gleich (p^ — i)(t — i), 
wenn 



k = {p—i) 



angenoramen wird. Hieraus folgt 



%(/_ i)_ i) 



Theorem I. Einem Systeme von i erzeugenden lineären Sub- 
stitutionen 2?^' Ordnung entspricht eine Differentialgleiehung der- 
selben Ordnung, welche i + i beliebige Verzweigungspunkte und 
ebensoviele »individuelle» als »characteristischcD Parameter besitzt. 

Nach dem Ansatz, welchen ich in N° 5 der erwähnten Abhandlung 
mitgetheilt habe, känn man ein System mit einer beliebigen Anzahl he- 
liebiger Dindividueller» Parameter auf ein bestimmtes gleichsgruppiges Haupt- 
system reduciren. Die aus Gleichung (9) [Bd. 11, pag. 112] fliessenden 
Relationen sind hinreichend zur Bestimmung der Coefficienten in der Re- 
ductionsgleichung und der j)characteristi8chem) Parameter des Hauptsy- 
stems. Man kan jedoch denselben Ansatz benutzen um ein System [z) 
mit h ))individuellenj> Parametern auf ein gleichgruppiges Hauptsystem 
{y) mit beliebigen »characteristischen» Parametern zu reduciren. Alsdann 
werden aber die h Mndividuellen» Parameter infolge der Gleichung (9) 1. c. 



(2^-0 



ii>(V— O 



Bedingungen 



unterworfen. Sie sind also vollständig bestimmt, wenn k gleich der Zahl 
der »characteristischen» Parameter wird. Dass die Bcstimmungsgleichungen 
im Allgemeinen von einander unabhängig sind, folgt aus Theorem I. — 
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10.'i 



Dem System (y) ordne man nun p + i unter einander verschiedene aber 
mit (y) gleichgruppige Functionen z^^\ z^^^ ^ . . . , z'^^ mit je 



(p-O 



\p{^— o 



(=/>! 



»individuellen» Parametern zu und bestimme die Coefficienten nach dem 
erwähnten Ansatze. Hierauf eliminire man aus den p + i Reduetions- 
gleichungen die Function {y) und ihre Derivirten. Dann entsteht eine 
Relation von der Form 



(a) 



H,{x).é'' + H,{x)./'' + ... + H.ix)./"^ = o, 



worin die H bekannte ganze rationale Functionen bedeuten. Dass unter 
den {z) in der vorstehenden Gleichung auch (y) einmal vorkommen känn, 
ist selbstverständlich. Dies ftlhrt zu 

Theorem II. Zwischen p + i p-fach lineär verkntlpften Func- 
tionen können nur dann Beziehungen* bestehen, welche den Gauss'- 
schen rdationes inter functiones contiguas analog sind, wenn wenigstens 
p derselben ebensoviele, dem Werthe nach nicht willktirliche, »in- 
dividuelle» als DcharacteristischeD Parameter besitzen. 

Ich bemerke hierzu noch, dass man zur wirklichen Aufstellung dieser 
Relationen am bequemsten von der Gleichung (II) [Acta Mathematica, 
Bd. 11, pag. 105] ausgeht und dann analog wie in N^ 5 1. c. verfährt. 
Wegen eines ausgeftthrten Beispiels vergl. man meine Beitråge zur 
Theorie der LAMt^schen Functionen [Math. Annalen, Bd. 32]. In diesem 
Falle ist jp = 2 , i = 3 und p = i. 



2. Ein System {z) mit den »individuellen)) Parametern Tj , r,, 
und dem Indicesschema 



• ) ^* 



^11 5 ^12 5 • • • > ^1 i+X 



%l ' ^22 > • • • > ^2< + l 



^pl y ^p2 » • • • > ^|) < + l 



^ Ausnahmefklle knoDen nar dann eintreten, wenn die Verzweigungsindicefl hestlmm' 
ten Bodingungen genttgen. 



Mt« matkematiea. 12. Imprimé le 11 octobre 1888. 
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soll auf ein gleichgruppiges Hauptsystem (f/), flir welches Z) = — m 
ist, reducirt werden. Zugleich sollen aber auch die Coefficienten in der 
Differentialgleichung 

(^ - 7:)(-^ - -J • • • (^ - r.)rS + ^'-•^""'iS^ + . . . + ^o.^' = o 

vollstllndig bestimmt werden. 

Der Ansatz in N° 4 [1. c. pag. 109 — iii] giebt 

p{m + A- + i) + -?^(i^ + i)(*-^ O Gleichungen, 

welche erfttllt sein mftssen, weil (y) und {z) gleichgruppig sein sollen. 
Meine Behauptung (1. c, pag. iii), dass von diesen Gleichungen 



b- O 



i(^,_ l)(i_ l)_ , 



Gleichungen 



eine Folge der ftbrigen seien, ist eine unrichtige. Sie sind vielméhr »im 
AllgemeinenD d. h. wenn nicht specielle Relationen för die Verzweigungs- 
indices bestehen, alle von einander unabhängig. Hier von ttberzeugt man 
sich durch die folgenden Betrachtungen. 

Als vorgegehene Grössen bei der (j berfohrung von [z) auf [y) wollen 
wir zunächst ansehen 

erstcfis die Verzweigungsindices der Functionen (y) und {z)j 

zweitens die k »individuellen» Parameter in [z). 
Alsdann sind als Vnbekannte zu betrachten 

erstens die /? J)characteristischen); Parameter in (y) 

zweitens p{k + i) + :;iKp + 0(*' — O Coefficienten in den Func- 
tionen 0^0 , ö^i , . . . , Gp_i 
drittens p[m + i) p{p — i)(i — i) — i Constanten in der Reduc- 

tionsgleichung. 
Man erkennt, dass zur Bestimmung dieser Unbekannten die durch den 

Ansatz in N° 4 gelieferten p{m + ä + O + ~JP(P + 0(^ — O Gleichungen 

gentlgen, wenn dieselben von einander unabhängig sind. Der Ansatz in 
N° 5 1. c. liefert aber ebenfalls das Resultat, dass die DcharacteristischenD 
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Parameter in (y) bestimmt sind, wenn die DindividuellenD Parameter von 
{z) beliebig vorgegeben sind. Ein Widerspruch in den Ergebnissen beider 
Reductionsmethoden ist unmöglich, denn sie folgen beide aus dem Princip 
der Irreducti bi litat der Differentialgleichungen för (y) und {z). Folglich 
sind in der That die obigen Gleichungen von vinänder unabhangig. 

Wir wollen nun als Daten ansehen 

erstens die p »characteristischen» Parameter in [y) 

zweitens k — p »individuelle» Parameter in (z) - 

drittens die Zahl I> == — w, 
und als Unbekannte 

. erstens p{k + i) + -pip + ^){i — i) Coefficienten in den Functionen 

zweitens p »individuelle» Parameter in {z) 

drittens p{m +i)+-p{p+ i)(i — l) — i Constanten in der Reduc- 

tionsgleichung. 
Der Ansatz in N° 4 1. c. liefert wiederum die hinreichende Zahl von Be- 
stimmungsgleichungen ftir die Unbekannten. 

Hiernach muss der Satz auf pag. ii2 1. c. durch die folgenden er- 
setzt werden. 

Theorem III. Ein mehrfach lineär verknöpftes Functionensysteni 
lässt sich stets auf ein Hauptsystem mit vorgegebenen Dcharacteristi- 
schenj) Parametern reduciren, doch werden hierbei ebensoviele Mn- 
dividuelleD Parameter des zu reducirenden Systems dem Werthe nach 
bestimmt, als das Hauptsystem »characteristische)) Parameter besitzt. 

Theorem IV. Ein p-fach lineär verkntlpftes Functionensystem 
mit einer beliebigen Anzahl beliebigor »individueller» Parameter lässt 
sich immer durch ein Hauptsystem und p — i successive Derivirte 
derselben lineär und rational ausdrilcken. Die »characteristischen» 
Parameter des Hauptsystems sind durch ein gewisses System simul- 
taner algebraischer Gleichungen bestimmt. 

Nachdem die Coefficienten in der Differentialgleichung för {z) voll- 
ständig bestimmt sind, könnte man fragen, welche derselben man als 
characteristische Parameter ansehen soll. Es ist jedoch nicht nothwen- 
dig diese naturgeniäss unbestimmte Frage durch eine willkfirliche Fest- 
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setzung zu entscheiden. Da man nemlich immer eine Gleichung von der 
Form 

aufstellen känn, so ist {js) durch seine i>individuellen)) Parameter, die Zahl 
D und die »characteristischen)) Parameter von (y) determinirt. Es er- 
scheint mir daher am einfachsten entweder gar nicht von Dcharacteristi- 
schen» Parametern des Systems {z) zu sprechen öder, wenn man es thut, 
diejenigen des Hauptsystems (y) zu verstehen. 

3. In Rttcksicht auf verwandte Untersuchungen anderer Mathema- 
tiker, welche die von mir als »individuelle Parameter» bezeicbneten Grössen 
einfach »ausserwesentlich singuläre Punkte» nennen, sehe ich mich ver- 
anlasst meine abweichende Jerminologie zu begrtinden. Zunächst fnhrt, 
wie schon Riemann gezeigt hat, die natttrliche Entwicklung der Theorie 
der mehrfach lineär verkntipften Functionen unmittelbar auf die Differen- 
tialgleichung [Acta Mathematica, Bd. 11, pag. 105] 

Far p = 2 hat man also 

Durch eine bekannte Substitution lässt sich diese Gleichung durch die 
einfachere 

ersetzen. Diese Form resultirt nun allerdings aus der von Herrn Fucus ge- 
wählten wenn k Verzweigungspunkte in ausserwesentlich singuläre Punkte 
degeneriren. Nimmt man jedoch p = 3 dann ist diese Uberftihrung nicht 
mehr möglich, so länge die Gleichung G^[k] = o nur lineäre Factoren 
besitzt. 

Es ist auch bemerkenswerth, dass man bei dem von mir eingeschla- 
genen Weg gar nicht auf die Theorie der logarithmischen Integrale zu 
recurriren braucht, wenn man nur annimmt, dass die Fundamentalglei- 
chung ftir {z) ungleiche Wurzeln hat. 

Frankfurt a/M. 26. Mai 1888. 
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SCHERINCS BEWEIS DES RECIPROCITÄTS-SATZES 

FOR DIE QUADRATISCHEN RESTE» 

DARGESTELLT MIT HOLFE DES ZEICHENS [x] 

VON 

JACOB HÄCKS 

in BONN. 



Die verallgemeinerte characteristische Zahl f(ir den Rest n und fftr 
den Modul m, wo n und m ungerade relative Primzahlen sind, wird 

A«r ^_ f 

(nach Scheiung) definiert als die Anzahl der, in den — Brtlchen 

m — I 

n 

I . n 2 . n 3 . n 2 

y , y . . . , 

171 tu tu tii 

vorkommenden absolut kleinsten negativen Reste. Nun ist.offenbar, wenh 
\x\ die grösste in einer Zahl x enthaltene ganze Zahl bezeichnet, 



K+ij-H-- °^- =°. 



Ml 

je nachdem der absolut kleinste Rest von — negativ öder positiv ist. 

Bezeichnet man also die oben definierte characteristische Zahl mit /i, so 
kommt 

M — 1 «— 1 






' Nachr. d. Gesellsch. der Wissensch. zu Göttingen 1879, p. 217. 

Ac%a ^MAhåmmtUm, 13. Imprimé le 11 ootobre 1888. 
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Jacob Häcks. 



V sei die characteristische Zahl för m in Bezug auf den Modul n, dann 
iet ebenso 



8 = 



H-l 



8> 



H-l 



=i[?+i]-5:[?} 

«=s I Ä«= 1 



es ergibt sicli demnach mit Benutzung eines zuerst von Gauss (Wcrke 
II, p. 5) bewiesenen Satzes 



m 1 



8> 



n -1 



(O 



Nun ist 



S— l 8=1 



m — I n — I 



8 = 



m—l 



H — X 



(2) 






wie sich auf folgende Weise zeigen lässt. Es ist nach dem auf solche 
Functionen, die mit wachsendem Arguraente fortwährend wachsen, aus- 
gedehnten DiRiCHLET'schen Satze (Acta Mathematica, Bd. 10, p. 16 sqq.) 



. «= 



«-i 



M-l 



(3) 






8' 



m—l 



3- 



n-l 



(4) 



Ferner ist 






m 


— 


I 


n 


— 


I 




2 






2 




m 


— 


I 


n 




I 



«= 



n-l 



*»-l 






[ 28m + n 



2n 



] 



n — I 



2m + n 



27i 



+ 



n — 3 



2m + » 



2)1 



+ ■• ■ + [^-1 + [^-] 



=[ 



n(m + 1) 



27t 



2nJ '' L 2n 2nJ ''''»[_ 



[m + i) (n — 2] 



2n 



2n 



^ 



8 = 



n-l 



m — 1 n — I Y^ r m{2s — l )~\ 

~~ 2 2 -— r L 2u J * 

« — 1 
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Durch Elinsetzen dieses Wertes in (3) ergibt sich ^ 



»—I »—I 



(5) Z ["-^^1 = T [=^-'1 . 



«-l •- -"• -• fi«l 



und hieraus in Verbindung mit (3) und (4) die Richtigkeit von (2).' 
(i) riimmt nuninehr folgende Gestalt an 



n— 1 



"^ ^ IäW^ i 



m — I n — I 



oder 



m — I w — I , , v 
M + ^^-^ ^— (mod 2). 



* Den Beweis der Olcichnng (5) hat mir Herr Schafstein in Bonn mitgeteilt. 

* fiin aoderer Beweis der Gleichnng (2) findet sich bci Busche, Vber eine Beweis^ 
methode in der Zdhlentheorie, Göttingen 1883. 
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Ober ein system 
linearer partieller differentialgleichungen 

VON 

^ I. HORN 

In REHBACH. 

In den folgenden BlÄttern wird die Aufgabe in Angriff genommen, 
die Untersuchungen des Herrn Fuchs ftber das Verhalten der Integrale 
linearer Differentialgleichungen in der Umgebung der singulftren Stellen 
(Crelles Journal, Bd. 66) auf DifiFerentialgleich ungen mit mehreren 
Veränderlichen auszudehnen. Da die Arbeit Riemann's tiber die durch 
die GAUSs'8che Reihe F(a , ^ , j' , x) darstellbaren Functionen (Abhand- 
lungen der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften 1857) ^^s 
Vorbild fOr die allgemeine Theorie der linearen homogenen Differential- 
gleichungen abgegeben hat, so liegt die Frage nahe, ob eine Function 
zweier Veränderlichen x , y durch ihre Unstetigkeiten und ihre Verzwei- 
gungsweise in ähnlicher Weise definiert werden känn, wie es Riemann in 
der angeföhrten Abhandlung för eine Function einer Veränderlichen gethan 
hat. Diesen Weg hat Herr Picaud (Annales de TEcole Normale 
1 88 i) eingeschlagen, indem er eine Function z von x und y durch fol- 
gende Bedingungen definierte: Die unendlich vieldeutige Function z besitzt 
drei linear unabhängige Zweige z^ , z^ , z^^ durch welche sich jeder Zweig 
als lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 

ausdrticken lässt; sie verhält sich nur an denjenigen Stellen {Xyy) sin- 
gulftr, welche einer der Gleichungen 

X = o, ?/ = o, x=ij //=!, r = 00, ?/ = CO, x^y 

Acta mathematica. 12. Tmprimé la 26 octobre 1868. 15 
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I. Horn. 



genttgen. In der Umgebung der Stellen 
i) X = o, y = h\ 



2) X = Oj 



3) 



X 



I , V = h 



4) 



r = a 



5) a; = 00, ?/ = b; 



7) X = a, 



6) rr — a, 



y = n 



y = O; 

V = 00; 



wo fl unrl Ä beliebige Grössen mit Aneschluss von o , i , 00 sind, sind je 
drei linear unabhangige Zweige von folge.nder Gestalt vorhanden 

3) cc/sc-r-ir"-''*:;", 

4) "C, "<:;,(y- 1 )'■-"-'''%. 



5) G)"c"% ©C"', (-:)Vr, 

hierbei sind sämtlichc C Potenzreihen und zwar bez. der folgonden Va- 

riablen 

1) .r,?/ — &; 2) ir — a,y; 






) •'^— I ^y — h 



4) ^ — ^^ 2/ — I ; 



5) i'?/ — i; 6) iT — ^7, ^, 

7) x — n,y — h. 

Herr Picard zeigt, dass die so definierte Function, welche in eine der 
von Herrn Pochhammer (Crelles Journal, Bd. 71 u. 73) behandelten 
hypergeometrischen Functionen tibergeht, wenn inan eine der beiden Va- 
riablen als constant annimmt, das allgenieine Integral eines gewissen 
Systems linearer partieller Diflferentialgleichungen l)ildet. Zii derselben 
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Function gelaiigte zuerst Herr Appell (Comptes Reiidus, i°' semestre 
1880 und Lioiivilles Journal 1882) durch Verallgemeinerung der 
GAUSs'schen hypergepiiietrisehen Reihe; er zeigt, dass die Reihe 

Vf Q ff ^ ^ .Ä v^ (« > ^ + n)(/9 , m')(/y , n) 
^ ' ' ^ ' ^ ' ' ' "^'^ ^^ {y ^m + n)(i , rn)(i , w) *^ 



X 



es ist (a , m) = a{a + i) . . . (a + m — i) ; (a , o) = i — welche för 
< I , I y I < I convergiert, den Differentialgleichungen 



genttgt, in welche auch die von Herrn Picard abgeleiteten Diflferential- 
gleicliungen ttbergefQhrt werden könncn. Aus diesen beiden Differential- 
gleichungen wird eine dritte 

abgeleitet, mit deren Hilfe nian das System so umformt, dass man drei 
Differentialgleichungen 

• * 

erhält, deren Coeftlcienten a , 6 , c rationale Functionen von a; , y von 
solcher Beschaffenheit sind, dass das System der drei Differentialglei- 
chungen drei linear unabhängige Integrale besitzt. Das Verhalten der 
Integrale des Differentialgleichungensystems der Reihe F{p.^^^^ ^f^x^y) 
ist bekannt, da dasselbe durch jene Function des Herrn Picahd integriert 
wird, die gerade durch ihr analytisches Verhalten definiert worden war. 
Will man aber auf dem von Herrn Appell eingeschlagenen Weg weiter 
gehn, so hat man das Verhalten der aus der Potenzreihe -F(a,y?,^,;',a;,y) 
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entspriiigenden analytischen Function, die wir eine hypergeometrischc 
Function nennen, aus dem obigen System linearer partieller DifiFerential- 
gleichungen abzuleiten. Es bietet sich somit die Aufgabe dar, ein System 
linearer partieller Diflferentialgleichungen von der Form (A) mit drei li- 
near unabhängigen Integralen in ähnlicher Weise zu integriercn, wie Herr 
Fuciis die gewöhnlichen linearen Difforentialgleichungen behandelt hat. 
Da das System der DifFerentialgleichungen der hypergeometrischen Reihe 
F{pL j ^ j ^ j y j X y y) einer besonderen Klasse von Differentialgleichungen- 
systemen (A) angehört, nämlich derjenigen Klasse, welche den von Herrn 
FucHS in §§ 4 — 6 seiner Arbeit (Bd. 66) behandelten gewöhnlichen li- 
nearen Differentialgleichungen mit lauter regulären Integralen analog ist, 
so wird im Folgenden auch nur diese Klasse von Systemen (A), die spater 
genauer characterisiert werden wird, eine eingehendere Behandlung finden. 
Herr Fucns untersucht in § 3 seiner Abhandlung (Bd. 66) das Verhalten 
der Integrale einer gewöhnlichen lineareii Differentialgleichung bei einem 
Umlaufe der unabhängigen Variablen x um einen singulären Punkt; um 
bei der Integration des Differentialgleichungensystems (A) fthnlich ver- 
fahren zu können, dehnen wir im ersten Abschnitt den Begriff des Umlaufs 
um einen singulären Punkt auf mehrdeutigc Functionen zweier Veränder- 
lichen aus. Da unser Differentialgleichungensystem auf ein System totaler 
linearer Differentialgleichungen zurtickgeftihrt werden känn — setzt man 
nämlich 

dz dZ 

so geht das System (A) ttber in 

dz^ = z^dx + z^dy, 
dz^ = {%z^ + a^z^ + a,z^)dx + {b^z„ + ft,^, + b^z.^)di/, 

dz^ = (^^0 + K^i + K^i)(i^ + (c«^o + c^z^ + c,^,)% 

— so bcschäftigen wir uns iin zweiten Abschnitt mit den Systemen to- 
taler linearer Differentialgleichungen 

(B) dz^=^Ta^^,z^.dx + Tb^^iZ^,.di/, («,^«=i «> 

worin a^-, und b^^ rationale Functionen von x , 1/ sind, welche die Inte- 
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grabilitätsbedingungen erftillen. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir 
uns im dritten Abschnitt zu dem System (A), wobei wir vorzugsweise 
einen Fall behandeln, in welchem sich sämtliche Integrale regulftr ver- 
halten. Als Anwendung geben wir die Integration des Differentialglei- 
chungensystemes der Reihe F{a j /} , ^^ j* j x , y), wodurch wir auf einemi 
andern Wege zu den anfangs gegebenen Resultaten des Herrn Picard 
gelangen. Beiläufig sei erwähnt, dass die fonctions hyperfuchsiennes des 
Herrn Picard (Acta Math., Bd. 1, 2, 5) zu dem DifFerentialgleichungen- 
system (A) in ahnlicher Beziehung stehen, wie die Functionen einer Va- 
riablen mit eindeutigen Transformationen in sich zu einer gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung — ein Umstand, der eben- 
falls die Integration des Systems (A) nahe legt. Der vierte Abschnitt 
endlich enthält einige Andeutungen ilber die Verallgemeinerung der in 
den drei ersten Abschnitten gegebenen Entwicklungen. 



I. 

Die Art der Fortsetzung einer mehrdeutigen Function zweier Ver- 
änderlichen F{x , y) von einer Stelle (x=zayy = b) zur Stelle {x = a'jy = b') 
känn durch eine einfach unendliche continuierliche Reihe von Stellen 
{x j y)j welche die Punkte {a , b) und {a'yb') verbindet — durch einen 
die Punkte {a , b) und (a', &') verbindenden Weg — bestimmt werden. 
Wir untersuchen das Verhalten der mehrdeutigen Function F{x , y) auf 
solchen geschlossenen Wegen, die in der Umgebung einer singulären Stelle 
verlaufen. Unsere Function möge sich singulär verhalten an allén Null- 
stellen der irreductiblen ganzen Function ^(a?,y); das irreductible — und 
daher monogene — algebraische Gebilde 

([){x,y) = o 

werde als singuläres Gebilde öder als singuläre Curve der Function F{xyy) 
bezeichnet. Wenn nicht sämtliche in der Umgebung der Stellen der sin- 
gulären Curve verlaufenden geschlossenen Wege jeden Functionswert in 
sich selbst zuriickftthren, wird die singuläre Curve eine Verzweigungs- 
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curve gerittiint. Dic Functioneii, welche uns kilnftig beschäftigen wcrden, 
haben.eine endliche Anzahl algebraischer Curven zu Verzweigungscurven. 
Wir suchen nun diejenigen in der Umgebung der Stelle (re = a , y = J) 
der Verzweigungscurvc <p{Xyy) = o verlaufenden geschlossenen Wege, 
welche jeden Wert der Function F{x y y) in sich selbst tlberfuhren. Es sei 

ipix , y) = A{x — a) + B{i/ — b) + . . . ; 

A und B sollen nicht beidc versclnvinden, so dass (a , b) ein einfacher 
Punkt der Curve ^{x , y) = o ist, Durch die Substitution 

u = ^{xjy), 
v = <p{xyy), 

wobei (p{x j y) eine derartig gewählte Potenzreihe von x — a,y — b ist, 

dass die Deterininante 

dndv du do 

dx dy dy dx 

far X = a j y = b nicht verschwindet, wird 

F{x , y) = Gitt , v), 

wo G{y, , v) eine Function ist, virelche sich in der Umgebung der Stelle 
(w = o , t; = o) nur an denjenigen Stellen, fQr welche v = o ist, singulär 
verhält Die obigcn Substitutionsgleichungen ergeben 

X — o = f{u , v), 
y — h = g{u, v), 

wo f{u , v) , g{u , v) an der Stelle («^ = o , t; = o) ver^chwindende, Potenz- 
reihen von UjV sind. Ist {x'jy') eine Stelle in hinreichender Nähe von 
{a , b) und entspricht dem Wertsystem {x = x\ y = y') das Wertaystem 
(w — w', t; = v'\ so lassen sich x — x' ^y — y' als Potenzreihen von u — w', 
v — v' darstellen. Da, wenn {x'yy') als reguläre Stelle der Function 
F{x , y) vorausgesetzt wird, jeder Zweig dieser Function in der Umgebung 
von {x'j y') in eine Potenzreihe entwickelt werden känn, so sind auch 
sämtliche Zweige der Function G[u ^ v) in Potenzreihen von w — u'jV — v' 
entwickelbar. Da die Stelle (oj', y') nur der Beschränkung unterliegt, 



Uber ein System linearer partioller DifTerentialgleichungeD. 119 

dass sie nicht der Gleichung ^(a;,7/) = o gentigen darf, so verbalt sich 
Q{u , v) regulftr an allén einer gewissen Umgebung von (w = o , t; ~ o) 
angehörigen Stellen, fOr welcbe nicbt t; = o ist. FUr Functionen einer 
einzigen Veränderlicben gilt nun der Satz, dass ein gescblossener Weg, 
der keine singuläre Stelle umschliesst, jeden Functionswert in sicb zurOck- 
fobrt. In abnlicber Weise beweist man fttr Functionen inebrerer Variablen 
den folgenden Satz: Ein gescblossener Weg im "Gebieteder beiden Va- 
riablen X , y fabrt jeden Zweig der Function F{x , y) in sicb selbst zuröck, 
wenn sicb die Function regulär verbalt an allén Stellen {x\y') von der 
Bescbaffenheit, dass x' bez. y' von dem von der Variablen x bez. y in 
ibrer Ebene durcblaufenen Wege umscblossen wird. Da sicb nun G{uyv) 
in der Nabe von (w = o , t; = o) nur an den Stellen mit verscbwindendem 
v singular verbalt, so erleidet die Function auf allén in einer gewissen 
Umgebung von (w = o , t; = o) verlaufenden gescblossenen Wegen von der 
Bescbaffenbeit, dass der von v bescbriebene Weg den Niillpunkt der v- 
Ebene nicbt einscbliesst, keine Anderung. Uberträgt man dies auf die 
Function F{Xyy\ so erbalt man den folgenden Satz: 

»Die mebrdeutige analytiscbe Function F{x , y) besitze die sin- 
guläre Curve ^{x f y) = Oj von^welcber {x = a yy = b) eine einfacbe 
Stelle sei. Setzt man irgend eines der Functionselemente, welcbe an 
der in einer gewissen Umgebung von (a , b) liegenden Stelle (f , rj) 
vorbanden sind, fort auf einem Wege, der ebenfalls in jener Um- 
gebung verlauft und wieder in {$ , rj) endigt, so erbalt man bier 
wieder das ursprttnglicbe Functionselement, vorausgesetzt, dass der 
durcblaufene gescblossene Weg so bescbaffen ist, dass der Weg, den 
infolge dessen die complexe Grösse ^[x , y) in ibrer Ebene zurOck- 
legt, den Nullpunkt nicbt einscbliesstj), 
öder mit anderen Worten, dass sicb das Argument der complexen Grösse 
nicbt andert — unter dem Argument der complexen Zabl a = j a j . c'^ 
ist die Grösse ^ verstanden. Unter Anwendung der Bezeicbung: 

dEiu gescblossener Weg umwindet die Curve ^{x ^ y) = o A-facb in 
positivem Sinne, wenn beim Durcblaufen dieses Weges das Argument der 
complexen Grösse ^{x , y) um X.27ri wacbst» 

nimmt der obige Satz einen abnlicben Ausdruck an, wie der entsprécbende 
Satz ftir Functionen einer einzigen Veränderlicben: 

i>Durcb einen in der Umgebung einor einfacben Stelle {a , b) der 
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singulären Curve ^{x jp) = o verlaufenden geschlossenen Weg, der 

die Curve <p{x ,y) = o nicht umwindet, wird jedes Element der 

mehrdeutigen analytischen Function in sich selbst zurftckgefohrt.» 

Zwei in der Umgebung von (a , h) verlaufende, von einer Stelle aus- 

gehende und wieder dahin zurttckffthrende Wege, welche die singuläre 

Curve ^{x , y) = o gleich viel mal umwinden, föhren ein Element der 

mehrdeutigen Function möglicherweise in ein anderes, aber jedenfalls in 

dasselbe andere Element ttber; wir nennen zwei solche Wege aquivalent. 

Ein Weg, welcher die Curve ^(a;,y) = o in der Nahe der Stelle (a, b) 

umwindet, lässt sich leicht angeben. Ist 

^{x , y) = A{x — a) + B(i/ — b) + ... 

und verschwindeö A und B nicht gleichzeitig, so setzt man 

X =^ a + atj y = b + ^fy 

wo a , y9 nicht die Gleichung 

Aa+ B^= o 

befriedigen. Dadurch wird 



^{^ > y) = ^' + ^'^ + • • • ; 

diese Potenzreihe besitzt innerhalb einer gewissen Umgebung von ^ = o 
ausser t — o keine Nullstellen. VoUzieht die Variable t im Innern jener 
Umgebung irgend einen Umlauf um die Stelle < = o, so um>vindet der 
diesem Wege der Variablen t in Folge der Gleichungen x = a + at^ 
y = b + pt entsprechende Weg der Stelle {x , y) die Curve (f>{x j y) = o 
und zwar einfach, weil c = Aa + B^ von Null verschieden ist. 

Unter (a, b) sei nun ein /i-facher Punkt der Curve <p{x jy) = o ver- 
standen, so dass die Entwicklung von (p{x , y) mit Gliedern /i^" Dimension 
\n x — a,y — b beginnt: 

Durch die Substitution . 

u = f{x,y\ 

v = ([}{x,y) 
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geht F{x , y) in eine Function G[u , v) uber, welolie ausser der singii- 
lären Linie v = o in der Umgebung der Stelle (t^ = o , t; = o) noch 
andere Si ngulari täten besitzt, da sich jetzt x — a, y — h nicht mehr als 
Potenzreihen von w , t; darstellen lassen. Die Function G{u,v) ist aber, 
wenn man von der singulären Linie v = o absieht, in der Nähe von 
(«i = o , t; = o) ebenso verzweigt, wie x , y als Functionen von u , v. Ein 
in der Nahe von (w == o , v =^ o) im Gebiete der Variablen {u , v) be- 
schriebener geschlossener Weg, der x und // zu ihren Anfangswerten zu- 
rHckfOhrt, föhrt anch wieder zu dem ursprimglichen Werte der Function 
G{u , v)j falls die Variable v den Nullpunkt ihrer Ebene nicht umwindot. 

Der oben ausgesprochene Satz gilt auch fCir don Fnll, dnss (a , b) 
ein mohrfacher Punkt der Curvo (ff{x , y) = o ist. 

Setzt man aber 

wobei (a , [i),, nicht gleich o ist, so stellt der Weg, welchen die Stelle {x , y) 
beschreibt, wenn die Variable t den Punkt i^ = o umwindet, nicht wie frQher 
eine einfache, sondern eine /i-fache Umwindung der singulären Curve dar. 
Dieselben Satze gelten auch in der Umorebunor der Stellon einer unendlich 
fernen Lin te x = co öder // = CX), da sich jede solohe Stelle in eine 
im Endlichen gelegene Stelle transformieren lässt 

Unter der Umgebung einer Stelle {a^h) der singulären Curve (f}{x^y) = o 
wird im Folgenden der Giltigkeitsbereich des oben abgeleiteten Satzes ver- 
standen. Ist nun (a', //) ein anderer Punkt derselben singulären Curvo, 
wel(*her in der Umgebung von [a , b) liegt, so ist ein von einer in der 
Umgebung \ow {a ^ b) gelegenen Stelle (<?,iy) ausgehender Weg, der die 
singuläre Curve umwindet, einem folgendermassen gebildeten Wege äqui- 
valent: man geht von (c, ^) im Innerii der Umgebungen der Stellen {(i^b) 
und (a', b') nach einer in dei* Umgel)ung von {a' , b') gelegenen Stelle 
(^', rj'\ voUzieht innerhalb der Umgebung von («', b') einen Umlauf um 
die singuläre Curve und kehrt imn von {^\ r/) nach (f , ly) auf demsclben 
Wege zuruck, welcher vorher in umgckehrter Richtung durchlaufen wurde. 
Denn jeder der beiden Wege ist dem folgenden Wege äquivalent: man 
geht von (c ,7) f^uf dem nach (c . ^y') fiihrenden Wege nur bis zu einer 
Stelle (c^, 5y^), die in der gemeinschaftlichen Umgebung von [a ^ b) und 
[a\ //) liegt, beschreibt sodann in dieser gemeinschaftlichen Umgebung 

Aeta mathematica. 12. Imprioié le 2 novemlirt- 1S88. U) 
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eiiien geschlossenen Weg, der die singuUlre Ciirve uiDwindet, urid durch- 
läuft nun den Weg, der vorher von (c , ly) naeh (c^ rj^) geftthrt hatte, in 
ningekehrter Richtung. 

Ist (a , fe) eine Stelle der singulilren Curve <^(a^ , ?/) = o, welche zu- 
gleich der singulJlren Curve ^'(.t , //) = o angehört, so erkennt man durch 
Anwendung der Substitiition 

dass zwei in einer gewisscu Unigebung von {a , h) verlaufende geschlos- 
sene Wege, welche die singiilrire Curve ^(rr,//) = o gleieh oft, die sin- 
guläre Curve <//(./• , //) ^^ o gar nicht umwinden, einander Äquivalent sind. 
Der vorhin ausgesprochene Satz gilt mithin auch dann noch, wenn von 
den Stellen («,/>) und {a', b') die eine öder beide ausser ^;(a;,y) = o 
noch einer anderen singulären Curve angehören, wenn nur die die Curve 
^;(.r , //) = o uniwindenden Wege nicht zugleich noch eine andere singu- 
lare Curve umwinden. 

Da die ganze Function (If{.c , !/) als irreductibel vorausgesetzt ist, so 
ist das algebraische Gebilde ^'(.^',y) = o nionogen im Sinne des Herrn 
Weierstrass; inann känn daher irgend zwei Stellen (a , 6) und {a', b') 
der Curve ^{x , y) = o durch eine continuierliche Reihe von Stellen {x^y) 
dieser Curve verbinden; auf diesem Wege känn man eine endliche Anzahl 

von Stellen 

{^^.b).{x',y'),,..,{x.'^\,n,{a',V) 

so annehmen, dass immer die folgende in der Umgebung der vorherge- 
hcnden liegt — das Wort »Umgebung» in dem oben gefassten Sinne ver- 
standen. Durch Wiederholung der auf S. 121 angestellten Betrachtung 
(nach dem Vorhergehenden darf der die Stellen (a , i) und {a', b') ver- 
bindende, aus Stellen der singulären Curve (p(^Vjy) = o gebildete Weg 
auch noch andere singuläre Curven durchschneiden) ergiebt sich der fol- 
gende Satz: 

Ist (a , b) eine beliebige Stelle der irreductiblen (monogenen) singu- 
läron Curve ip[x , y) = o einer mehrdeutigen analytischen Function von 
j' , //, so känn ein* die singuläre Curve ^{x , y) = o umwindender Weg, 
der von einer Stelle {S,yj) in die Umgebung von (r/. , ft) ausgeht und ganz 
in dieser Umgebung verläuft, ersetzt werden durch einen anderén Weg, 
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den man auf folgende Weise erhält: wenn (a', b') irgend eine aYidere 
Stelle der singulären Curye i[){x^y) =^o ist, so geht man — auf eineni 
Wege, der sich aus den letzten Betrachtungen ergiebt — zu irgend einer 
Stelle (f , gy') in der Umgebung von [a\ h'\ beschreibt innerhalb dieser 
Umgebung einen geschlossenen Weg, der die Curve ^{x , y) = o um- 
windet, und kehrt schliesslich von (f, ly') nach (f,iy) zurttck, indem man 
denselben Weg, der vorher von (f , yj) nach (f, ly') ftihrte, in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlÄuft. 

Den Sinn dieses Satzes, der uns später von Wichtijjkeit sein wird, 
känn man kurz so aussprechen: 

»Eine mehrdeutige analytisclie Function zeigt in der Umgebung 
der verschiedenen Stellen derselben irreductiblen singulären Curve das 
nftmliche Verhalten.» 

Zu späterer Verwendung ist folgender Ausdruck des Satzes geeignet: 

»(a , 6) und {a\ b') seien irgend zwei Stellen der irreductiblen 
singulären Curve <p{x , y) = o einer mehrdeutigen analytischen Func- 
tion. In der Nähe der Stelle {a , b) seien unter andern die Func- 
tionselemente Zi , . , . , ^„, vorhanden, welche durch einen Umlauf um 
die singulftre Curve ttbergehen in 

Man känn die m Elemente z^ , . . . , z^ auf einem solchen Wege nach 
einer Stelle der Umgebung von (a', b') fortsetzen, dass man dort m 
Elemente z[ , \ . . , z'^ erhält, welche durch einen in der Umgebung 
von (a', b') vollzogenen Umlauf um die singuläre Curve in 

Zl ^^ yi\Z\ y ' ' ' y Zf^jy . . . , Z„^ = ^m(Zi , . . . j Z„^) 

ttbergefuhrt werden.» 

Dass ftlr Functionen von n Veränderlichen ganz analoge Sätze gelten, 
ist leicht ersichtlich. Es ist fttr die folgenden Anwendungen nicht er- 
forderlich, auch solche geschlossenen Wege in Betracht zu ziehen, welche 
nicht -in der Umgebung der Stellen einer singulären Curve verlaufen. 
Um von den gewonnenen Ergebnissen eine -einfache Anwendung zu machen, 
untersuchen wir das Verhalten einer algebraischen Function yon x , ?/ in 
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der Umgebuiig der Stellen einer singulären Curve. Durch die algebniische 

Gleichung 

(i {x . 1/ , z) ~ o 

wird z als algebraische Function von x , y definiert. Ist 

so wird z an denjenigen Stellen (c,//), welche der Gleichung ^o(r,y) = o 
gentigen, unendlich. Enthält die ganze Function ffo{^^y!/) den irreductiblen 
Factor ^{x , y/), so ist ^{:r, , y/) = o eine singuläre Curve der algebraischen 
Function. Jede inehrfache Wurzel der Gleichung 



»j^enCiift auch der Gleichunor 



0{x, !/ . z) = o 



dG(x . y . z) 

- — ' ^ O. 

dz 



dO . . * 

Bezeichnet inan die l{esultante von G und -- in Bezug auf ^ niitii(Ä:,//)' 

vZ 

80 entspricht nur denjenigen Stellen (:t; , y), welche der Gleichung 

R(.r ,y) = o 



t 
C» 



jjentigen, eine mehrfache Wurzel z der algebraischen Gleichung. Ist ^{x,y) 
ein irreductibler Factor der ganzen Function jR(;r , ?/), so ist ^(.t,//) =^ o 
eine singuhlre Curve und zwar irn allgemeinen eine Verzweigungscurve 
der algebraischen Function. Dass an jeder Stelle (cj^)> welche keiner 
singulären Curve jr(.r,//) = o und keiner Verzweigungscurve (l>{^tjy) = o 
angehört, m Elemente der algebraischen Function z vorhanden sind, welche 
sich in Potenzreihen von x — c ? // — r/ entwickeln lassen, ist bekannt. 
1st (p{x. ^y) = o eine singuläre Curve, die nicht zugleich Verzweigungs- 
curve ist, und ist (/^{x , y) durch (fi^^^y^ teilbar, so ist 



^ •> 



C= (fix ,yfz 

eine algebraische Function, die an einer Stelle (a , 6) von <p{x ^ y) =^ o 
nicht inehr unendlich wird, also als Potenzreihe von x — a ^y — h dar- 
stellbar ist. Mithin gilt fur einen Zweig der Function z die Entwicklung 

^ ^^(*. — a, // — b) 
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Ohne uuf diesen Fall näher einzugehen, nehmen wir nun an, es sei 
(p{x ^ y) :=i o eine Verzweigungscurve, aber nicht zugleich <p{x y y) ein 
Factor von g^ix ^ y), Wir setzen voraus, dass för alle Stellen (re, t/) von 
^{(c y y) = o die p Gleichungen 

0{x.y,z)^o, 

dU (^ , // , z) 
-^ o, 



a/' >G'(.*;, il.j)^ ^ 



dzi" 



-1 



eine geineinschaftliche Wurzel z besitzen, dass also ftlr jede dieser Stellen 
p Functionswerte zusaninienfallen. Diese Voraussetzung Iftsst sich genauer 
folgendermassen aiisdrttcken: 
Wendet man auf 

G{x,,j,z) und G'[x , y , z) ==^.^^^^^ , 

als Fuhctionen von z betrachtet, das Verfahren zur Auflfindung des ge- 
nieinschaftlichen Teilers an, so erhält man sie dargestellt in der Form 

(i{,t , !/ j 2) = y{x , y , z)[z — q(,c , //)] + 9{(:r , /y), 
G'{x ,!/,z)^ //(.r , y , z)[z — q{x , y)] + M{x , //), 

wo 3t y Q , g , g' rationale Functionen von x ^y ^g und g' ganze Functionen 
von z sind. Der Zähler der rationalen Function 3l(a;,y) ist die Kesul- 
tante R{x , y), Setzt man in den beiden Identi täten 

^^ ' "^^ ff(x , if) 

und entfernt die Nenner, so ergiebt sich 

(T{x,yy''G[x,y,Q{x,y)] = o \ 

} mod (p{x , y). 
(r{:t , yY'-' G[x,y,q{x,y)]=o) 
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Nach der gemachten Voraussetzung ist, wenn man 

setzt, 

^(•^ j yT""'0^''^[x , // , g(.r , //)] -I o, mod il}{x , y\ <a=o.i,...,r-i) 

Genttgt die Stelle (r , y) der Gleichung (p{x , y) = o, so ist dieseii p Con- 
gruenzen zufolge ^ ^=^ ^{x , y) eine /?-fache Wurzel von G{x , // , -2?) = o. 
Es sei nun x = a , y = b eine Stelle von ip{x , j/) = o, die keiner andern 
singulären öder Verzweigungscurve angehört, und z = c die zugehörige 
p-iache Wurzel von G = o. Zu einer Stelle {x , y) in der Nähe von 
(a , b) gehören p Functionswerte ^^\ . . , , z^''\ welche fftr x = a j y = b 
in c ftbergehen. Beschreibt der Punkt {x , y) in der Nähe von (a , b) 
einen geschlossenen Weg, so nehmen ^^^ y . . , j /^^ wieder ihre urspröng- 
lichen Werte an, falls jener Weg die Curve ^(rr,y) = o nicht umwindet; 
andernfalls können sich jene p Werte unter einander vertauschen. Wie 
im Falle einer einzigen unabhängigen Veränderlichen lassen sich /^\ . . . ^ jsf-'*^ 
in eine Anzahl Gruppen so zerlegen, dass sich die Elemente einer Gruppe 
bei einem Umlauf um <p{x j y) = o cyklisch vertauschen. 

Fftr die /i Elemente einer solchen cyklischen Gruppe lässt sich ein 
analytischer Ausdruck aufstellen. Jedes dieser /i Elemente bleibt un- 

geändert bei einer /i-fachen Umwindung von ^{x , y) = o, d. h. wenn 

i_ 

v = (p{x , yy' seinen ursprunglichen Wert wieder annimmt. Durch die 

Substitution 

u = if{x ,y). 

\_ 
v = ip{x , yY , 

wo ^{x jy) = A(x — a) + B'{y — &) + ••• ist, geht z in eine Function 
von ii , v tlber, die sich in der Umgebung der Stelle (w = o , i; = o) re- 
gulär verhält, also in eine Potenzreihe von u , v entwickeln lasst. FQhrt 
man wieder x und y ein, so erhftlt man jene /i Wurzeln dargestellt durch 
einen Ausdruck von der Gestalt 

fl — l w 

z — c=T'^,{x — a,y—b).(p{x,yf. 



K = 
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In der Umgebuiig einer jeden andern Stelle der irreductiblen Curve 
^{^jV) = o ordiieu sich die m Werte der algebraischen Function z in 
ganz derselben Weise in Grupi^n an, wie dies aus dera Satze auf S. i 23 
folgt. Hat man eine Verzweigungscurve <{){x , y) = o, die zugleich Un- 
endliehkeitecurve ist, so gilt in der Umgebung einer Stelle (a , h) dieser 
Curve eine Entwicklung von der Form 

/i -1 v 

z = T.'^,{x.— a,y—b).^{x ,yY , 

wie man durch Verbindung der auf éine Unendlichkeitg- und eine Ver- 
zweigungscurve bezöglichen Entwicklungen erkennt. 

Uni zu finden, wie sich die p Werte ^^'\ . . . , ^''^ in der Nfthe der 
Verzweigungscurve ^{x,}/) = in Gruppen verteilen, setzt man 

.r = a + a^ // = />. + ftf, 

wo (a, b) irgend eine einfache Stelle von ^(rr,y) = o ist und 



'(2)...+'"l)., 



nicht verschwindet. Dadurch geht die Gleichung 

G{x,y ,z)=o 
nber in 

g{t , z) = o; 

die p Werte der durch letztere Gleichung definierte Function z von /, 
welchö för < = o gleich c werden, verteilen sich in der Nähe von < = o 
in derselben Weise in Gruppen, wie die Werte der durch erstere Gleichung 
definierten Function z von x , y in der Umgebung der Stellen der Ver- 
zweigungscurve <p{x , y) ^= o. Da man fftr eine algebraische Function 
einer Variablen die fragliche Gruppenverteilung durch das PuiSEUx'sche 
Verfahren ermitteln känn, so kennt man sie auch fur die algebraische 
Function zweier Variablen. In ganz derselben Weise känn man eine al- 
gebraische Function von n Verftnderlichen behandeln. 

Zur weiteren Anwendung der entwickelten Sfttze und zugleich zur 
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Vorbereitung auf die Theorie der linearen Differentialgleichuugeu möge 
noch die Integration eines totalen rationalen Differentials gegeben werden. 
Es seien 

rationale Functionen, welche die TntegrabilitRtsbedingung 

df ^ dji 

dy d.r. 

erfiUlen; das von einor Stello (c?^) '/^u oiner andern (.^ , //) auf einom 
gewi8fien Wege erstreckte Integral 






i 



ist gleleh dem Werte, don die durch das Differentialgleichungensj^stem 

do ... v dv . . 

g- - /(^ , ?/). ^ = .9(.r . y) 

definierte Function v in (x , y) annimmt, wenn man sie, von (c , rf) mit 
dem Werte o ausgehond, auf dem Integrationswege nach (.r , ?/) fortaotzt. 
Enthalten die rationalen Functionen f{x , y) ^ (f{^' '> v) i>n Nenner die irre- 
ductiblen ganzen Functionen 

RO besitzt die Function r die singuUlren Curven 

(/'i{^ » //) = o d\,X^ , //) = o. 

Die oben bowiesenen Sätze nehmen im vorliegenden Falle folgende Gestalt 
an: Alle geschlossenen Integrationswege, welche in der Umgebung oiner 
Stolle (a , h) der singularen Curve (f^{x , y) = o verlaufen und diese Curve 
gleich oft umwinden, sind aquivalent; insbesondere ist das Integral gleich 
NuU, wenn der Integrationsweg die singuläre Curve nicht umwindot. 
Ferner sind zwei geschlossene Integralo, deren Integrationswege dieselbo 
irreducfihle singuläre Curve ^(.r,//) = o in der Umgobung zweier ver- 
schiedonen Stollon {o , h) und {o*jh') umwinden, oinnndor gleich. 
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Es sei 

a(x v) = ^^"^ ' ^^ 

Die Werte, welche imser Integral auf geschlossenen Wegen erhält, die je 
eine singuläre Curve ^i{x , y) = o , . . . , ^m{^ 9 v) = umwinden, raögen 
mit 

27riAi , . . . , 27riA^n 



bezeichnet werdfen; man könnte dieselben Perioden des Integrals nennen. 
Da die Funetion 

A, log^j(a? ,y) + ... + A^ log^'m(^ , ?/) 
dieselben Perioden besitzt, so ist, wenn man 



m 



V = r J« log <f;,{x , y) + H{x , y) 



a = \ 



setzt, H{x j y) eine eindeutige und zwar eine rationale Funetion. Ziir Be- 
rechnung von A^ wÄhlen wir den Integrationsweg, welchen 

beschreiben, wenn t den NuUpunkt umwindet; (a , 6) ist eine beliebige 
einfache Stelle von <pa[^ yV) = o; 

ist ebenso wie 

von Null versehieden. Die angegebene Substitution liefert das Integral 

wo 

a'f (a + a t , h + b't) + fe'fl(a + a't , h + h't) 



K{t) = 



m 



^-1 



Jieta mathtmatlea, 12. Imprlmé le 3 noTembre 1888. 17 
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eiiiij ratioiiale Function von t ist, die ftir t = o uneiidlich wiixl. Die 
Periode 27:1 A^ ist gleich dem um / = o herum erstreckten Integral 

A^ = [^;(0L . 

Die rationale Function H{x , ;/) hat die Form 

H(r v) = ^^'('"-y ) . 

um die ganze Function G{x j y) zu berechnen, setzt man die Abieitungen 
nach X bez. y der beiden Seiten der Gleichung 






einander gleich: 

^'1 • • • i'"^ TT ~ ^' ^ (/^« ~ ' ) ^ii ^'i • • • ^'«-i f''«+i • • • i^» 



a.r « " ' a* 



= t — ^^- ■ . . . ^--' V ^„^^,, . . . ^_,^.„^, . . . ^,„, 



- 9 - </^'-' . . . f,r' £ ^« 'J^" ?/•.•.. ^'«-,^«+, . . . ^™. 

Eb sei 

wo G^^\x , ?/) eine homogene Function A'*° Grades bedeutet, die also der 
Gleichung 
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genUgt. Dureh Vergleichung der Glieder A**" Dimension in den beiden 
obigen Gleichungen ergeben sich Gleichungen von der Form 

dX dX dx 

dy ^11 ^y ■ 

wo' L f M y N j P , Q ganze homogene Functionen von o; , y sind, deren 
Grad durch den oberen Index angedeutet wird. Multipliziert man die 
beiden letzten Gleichungen mit o?, bez. y und addiert sie, so ergiebt sicb 
zur Berechnung der homogenen Teile der ganzen Fanction G{x , y) die 
Recursionsformel 

(A + i)L^'^G'''''' + { AL<^> + M'''x + N'''y]G''' + ... 

Wir sind nun auch im Stande, das System linearer Differentialglei- 
chungen erster Ordnung 

zu integrieren; es ist n&inlich 



^/iA...).x..<...)..] _ ^^^^ ^ ^^,, ^ ^ ^ ^^^^ ^ ^yu^v^(x,,y-^..^«(x,,y-- 
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II. 

Da das System linearer partieller DiflEerentialgleichurigen (A), welches 
uns in der vorliegenden Arbeit beschäftigt, auf ein System totaler linearer 
Differentialgleichungen zurtickgeftihrt werden känn, so gehen wir im ge- 
genwärtigen Abschnitt auf die Differentialgleichungensysterae der letzteren 
Art und zwar zunächst auf diejenigen mit einer einzigen unabhängigen 
Variablen ein. Durch das System der Differentialgleichungen 

wo unter A^ eine Function von t verstanden ist, werden Zi , . . . ^ z^ als 
Functionen von t definiert, tlber deren Verhalten wir den Arbeiten von 
Herrn Sauvage (Annales de TEcole Normale, 1882, 1886) Folgendes 
entnehmen. 

Ist t = r eine beliebige Stelle, in deren Umgebung sich s&natliche 
Coefficienten A^^ regulär verhalten, so wird das System (C) durch ein 
System von Potenzreihen 

befriedigt, welche fUr < = r die willkttrlich vorgeschriebenen Werte 

^1 ^^^ ^1 j • • • > Zf,^ = c„^ 

annebmen. Eine Lösung (^1 , . . . , z„,) des Differentialgleichungensystems 
(C) känn also nur an den singulären Stellen der Functionen A^^ ein sin* 
guläres Verhalten zeigen; man nennt diese Stellen die singulären Punkte 
des Differentialgleichungensystems. Es lassen sich m Lösungen unseres 
Systems (C) 

angeben, durch welche jede Lösung (^, , . . . , zj) in der Form 



^m — ^\Zm\ 4" • • • "T ^mZmin 



t^ber ein System liDearer partieller DiffereatialgleichungcD. 133 

ausgedrftckt werden känn. Ein solches System von m Lösungen nennen 
wir ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungensystems. Durchlftuft 
die unabh&ngige Variable t einen geschlossenen Weg, so gehen die Ele- 
fnente z^^ eines Fundamentalsystems dber in Funqtianen ^^, welche sich 
in der folgenden Weise durch a^ ausdrQcken: 

^a\ =^ ^W^al T" • • • "T ^Im^ami 

(a—1 m) 

hierbei sind die C von a unabhängige Constanten, die nur durch den von 
der Variablen t beschriebenen Weg bedingt sind. Jedem singulären Punkt 
t = c des Differentialgleichungensystems (C) entspricht ein Fundamental- 
system Za^y welches bei einem Umlauf um den singulären Punkt ein be- 
sonders einfaches Verhalten zeigt. Hat die Determinante 



C^ — 5ö\j 



(a, /}«!,..., in) 



— (?^ = I , wenn a = ^ ist, sonst = o — lauter einfache Elementarteiler 
$ — (7i , . . . , s — C^ (vergl. Weierstrass, Berliner Monatsberichte 
1868), so geht das erwähnte einfache Fundamentalsystem z^^j welches 
das zu dem singulären Puncte t = c gehörige Fundamentalsystem genannt 
wird, bei einem Umlauf um den singulären Punkt tlber in 

Jfii = Oi^ii , . . . , Z^i = Oj^^i, 



^\m — ^m^lm 9 • • • > ^mm — ^m^mmy 



wenn man 



fl — pi^ri fl — ^2m.rm 



setzt, so gilt die Darstellung 



^11 = {t — cy^Cn , . . . , Z^i = {t — C)^»C 



hm — v ^/ "^m y • • • > ^mm — (' ^/*dii»j 
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wo Ciifi in der Umgebung von t = c eindeutig uiid daher in eine nach 
positiven und negativen Potenzcn von t — c fortschreitende Reihe ent- 
wickelbar ist. 

Weniger einfacli gestaltet sich die Eptwicklung, wenn die Deterrai- 
nante f C^j — sd^^ \ auch mehrfachc Elementarteiler besitzt; ist s — C ein 
/>-facher Elementarteiler derselben, so enthält das zu dem singulären Punkte 
gehörige Fundanientalsystem eine Gruppe von p Lösungen 



-'11 > • • • ? "'ml > 



welche durch den Umlauf um < = c ttbergeffthrt wird in 

^11 > • • • J ^m\J 



wobei 

^al = ^^filJ 






Zap = (^^ap 4" ^a,p-\' 

Fftr die in Rede stehenden p Lösungen besteht folgende Entwicklung 

^«i = (< — ^yca, 

K. = [t - er { c + z iog(/ — c)}, 



^up = {t- cYiCp + c; iog(f — c) + :.. + c[r'Miog(< — c)Y'\ 

wenn man 



iJrir 



C = e 

setzt und unter s&mtlichen C in der Umgebung von < = c eindeutige 
Functionen verstéht. 



v. 
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Von besonderem ,Inter€8se sind diejenigen DiöerentiulgleicluingejiBy:^ 
steme, . bei welchen in der Entwicklung des zu einem singulären Punkte 
/ =c c gehörigen Fundamentalsystems sftmtliehe oben mit C bezeichneten 
Reihen bei geeigneter Wahl der Exponenten r nur positive Potenzen von 
t — c enthalten, öder, wie man sich nach Herrn Thomé ausdrtkckt, béi 
welchen sich samtliche Integrale in der Umgebung des sihgulftren Punktes 
= c regulär verhalten. Wir machen von dem folgenden Satze Gebrauch, 
dessen Beweis den Inhalt einer Arbeit von Herrn Sauvage (Annales 
de rÉcole Normale 1886) biidet: 

:^Das DifFerentialgleichungensystem 

" worin i>i , . . . , i>m positive öder negative ganze Zahlen und die Coef- 
ficienten 

ffaÅf)= «^9 + <9^ + <;^' + • . . .. ; 

Potenzreihen von t sind, besitzt in der Umgebung des singul&ren 

Punktes t = o lauter reguläre Lösungen.» 

Es ist fOr folgende Anwendungen erforderlich, auf die Form dieser 
regulären Lösungen genauer einzugehen. (Ich hatte sowohl den soeben 
angeftlhrten Satz bewiesen, als auch alle in der vorliegenden Arbeit ent- 
haltenen Entwicklungen bereits ausgefohrt, als ich von der zuletzt cir 
tierten Arbeit von Herrn Sauvage Eenntniss erhielt Da mir dieselbe 
jetzt nicht zugänglich ist, so ist es mir nicht möglich, im Folgenden ge- 
nan an dieselbe anzukntlpfen.) 

Wir beschäftigen uns zunftchst mit einem Differentialgleichungen- 
system von der Form 

da das System (C) leicht auf die Form (C") zurftckgeftthrt werden känn. 
Soll dem System (C") durch ein System von Potenzreihen 

»„ = Z {V„)J'- ca-i...:.*.^ 
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genCkgt werdeu, ao mftssen die Coefficienten {v„)i den Gleichiingen 



« • 



genUgen. Setzt man ^ = o, so erhält man als notwendige Bedingung 
fOr daB Vorhandensein eines Systems von Potenzreihen : 



««^ I = o. 
Setzt man 

und bezeichnet man die Unterdeterminanten dieser Determinante mit 
Bafi{Å)f SO wird 

Ä(A).(t;J,«ZB,.(;).ZK(i;,),_, +...^ . • 

Ist die Determinante I a«^ I vom Range m — /i, so lassen sich aus den 
Gleichungen 

w — /£ der Gröflsen (^1)0, . . .^, (t;^)o ftls lineare homogene Functionen der 

fx flbrigen darstellen, öder mit anderen Worten, (t;i)o, ...,(t;,n)o ^rscheinen 

als lineare homogene Functionen von p. willkftrlichen Constanten k^j...\k^. 

Wenn B{X) fttr keinen ganzzahligen positiven Wert von k verschwindet, 

so erh&lt man sftmtliche Grössen {Va)x als lineare homogene Functionen 

von K* ^ • • • y "'tt* 

K)* ==*^, «). + ... + Av(t//>),; • 

da die ft Reihen 



A«ö 






in einer gewissen Umgebung von < = o convergieren (vergl. Sauvaob, 
a. a. O.), so gilt der Satz: Ist die Determinante \a^^\ vom Range w — p. 



tJbor ein System linearer partieller Differentialgleichungen. 137 

und ver^chwindet die Determinante j a^ — )^^ \ fttr keinen ganzzahligen 
positiven Wert von A, so wird das Differentialgleichungensystem 

durch./£ Systeme von Potenzreihen 

befriedigt. 

Wir berechnen nun ein Fundamentalsystem des allgemeinen Differen- 
tialgleichungensystems (C"). Setzt man 

w> erhult man för ip^ die Differentialgleichungen 

^-^ = ^K/^ — '•^v)f^,5 + . . . . 
ans welchen Potenzreihen för f^i , ..., ^m hervorgehen, falls r der Gleichung 



/>(^0 = I ««.9 — ^-^^ 



a,? 



= O 



genftgt. Hat diese Gleichung lauter einfache Wurzeln rj , . . . , r^, von 
denen keine zwei eine ganzzahlige Differenz besitzen, so ergeben sich m 
Lösungen 



'^hm — ^ f^iwi > • • • > ^'»M/w — ' r 



mm > 



wo sämtliche ^ Potenzreihen von t sind, 

Es sei nun r = r^ eine /i-fache Wurzel von -D(r) = o, und r — r^ 
trete /i-mal als einfacher Elementarteiler der Determinante 



%^ — ^'^«,f 



auf, d. h. die Determinante sei durch (r — r^)'*, alle Unterdeterminanten 
(m — i)^' Ordnung durch (r — ^o)*~* teilbar u. s. w., wÄhrend nicht alle 

Aeta mathfmatica. 12. Imprtmé le 8 novembre 18f)8. 18 
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Unterdeterrainanten {m 
die Determinante 
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/i)**"* Ordnung ftlr r = r^ verschwlnden, so dass 






den Rang m — fi hat. Da somit dem Differentialgleichungensystem för 
J^i > • • • » f^m durch fi Systeme von Potenzreihen gen tigt wird, so besitzt 
das Differentialgleichungensyfitem ftir Vi,...jV^ /i Lösungen von d ef Form 



^^. =^n\(0- 



(««=l,....m) 



^ Wir haben also den Satz: 

j)Hat die Determinante 



^'«,5 — ^>V 



lauter einfache Elementarteiler r — r, , . . . , r — r^ (von denen aueh 
mehrere einander gleieh sein können), so besitzt das Differential- 
gleichungensystem 



dVa 



/^''^ZK, + <,/ + ..>', 



dl 



(a,/Sr-ly...,|||) 



in der Umgcbung der singulären Stelle / = o ein Fundamentalsystem 
von dei* Gestalt 



^Im — * ""f^lw » • • • J "^^nin — * "^^mmJ 



wo f^ii , . • . , ^mm i^ Potenzreihen von t entwickelbar sind.j> 

Um aueh den%Fall, wo die Determinante D{r) einen mehrfachen 

Elenientarteiler r — r^ besitzt, behandeln zu können, untersuchen wir^eu- 

nächst das System 

t-^= Z(a,^ + <,/ + ...)v^ 
unter der Voraussetzung, dass | «a^ | = o ist und dass die Determinante 

den Elementarteiler Å' besitzt. Es ist gleichgöltig, ob noch andere Ele- 
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mentarteiler von der Form A* vorkommen öder nicht Wir* werden sehen, 
dass eine Lösung von der Form 



f— 1 



v« = T v'':\iog ty-'-' 



vcO 



existiert, wo v^^^ (y = o , i , . . . , e — i) Potenzreihen sind, die sich aus 

. . . 

den Diflferentialgleichungen 

7 (0) 

fd^ _Y («) , 






ergeben. Diese Differentialgleichungensysteme erhält man, wenn man 
den obigen Ausdruck ftlr v^ in (C") substituiert und die Coefiicienten 
der verschiedenen Potenzen von log^ betrachtet Damit diesen Diflferen- 
tialgleichungen durch Potenzreihen v^^^ genilgt wird, ist, vorausgesetzt, 
dass 2)(A) = o keine ganze positive Wurzel besitzt, notwendig und hin- 
reichend, dass die Gleichungen 



|^««^<' 



= o, 






P 



ra^i;^-') = t4'-'> 
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durch endliche, nicht samtlich verschwindende Werthe von t^a^ ^*\ •••> ^^i'"*^ 
erftillbar sind. Man erkennt dies sofort, wenn man die obigen e Diffe- 
rentialgleichungengysteine als ein einziges System mit den em Functionen 
v^^^ auffasst. Aus der Theorie der Transformation einer Schar bilinearer 
Formen in die Normalform (Weierstrass, Berliner Monatsberichte 
1868) ergiebt sich Folgendes: Multipliciert man die Gleichung 






mit einer Unbestimmten u^ mid summiert tlber a = i , . . . , m, so erhält 
man die Gleichung 

Ftlhrt man statt der Variablen Wj , . . . , w^ vermittels einer bilinearen 
Substitution neue ^i , . . . , V^ und statt der vj"^ , . . . , t;^^^ vermittels der 
Substitution 






a 



(v=.0,l,. ..,«-!) 



eine neue Reihe F}*'\ . . . , V^^ ein, so gehen die beiden bilinearen Formen 
ttber in 

{i\v^:i^ + . . . + Ue^^vr) + . . . , (f/,Fr»> + . . . + u.v^r'') + . . . , 

es besteht also die Gleichung 

v.vit, + . . . + u._,vr + . . . = (c- v)(f/,Fr'> + ... + u,vr'') + ...; 

setzt man die Coefficienten der verschiedeiien U auf beiden Seiten ein* 
änder gleich, so erh&lt man die Gleichungen 

o = Ff-'', 



Fr =(e — v)Fr", 



V^l, =(e-v)FJ''-", 



(y-0, 1, ...,«—!) 
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welche dadurch befriedigt werden, dass man V^^^ V^^\ ..., V]'"^^ will- 
ktkrlich lässt, ferner 

F^!.\ - (e — 2) K^'>, FfJ, = (e ~.2){e - i)Fr 

F<-» = Vr'\ KilV> = (I , 2)Fr«>, . . . , Fr^^ = (i , ^ - i)Fi% 

alle ttbrigen V gleich Null setzt. Die Fuiictionen V^^\ V^'\ . . . Fi*-^> 
enthalten e willktlrliche Coiistanten, nftmlich die zu / = o gehörigen 
Werte von F{% VY\ . . . , FI'-'\ Man erhält also auch fttr t/J»\ v^J^\ . . . , t;^'-'^ 
Potenzreihen von /, welche e willkörliche Grössen linear enthalten; daher 
treten e dem Elementarteiler A' ent^prechende linear uniabhängige Lösungen 
von der Form 



yoaO 



auf; giebt man den in den v^^^ vorkommenden willktlrlichen Constanten 
geeignete Werte, so erhalt man e linear unabhängige Lösungen von der 
Gestalt 

,(0) 



K = K 



i;^ = t;flog< + t;<j> 



Hiernach känn man den folgenden Satz aussprechen: 
DDie Wurzeln der Gleichung 

seien so beschaffen, dass keine zwei eine ganzzahlige (von Null ver- 
schiedene) Differenz besitzen. r = r^ sei eine mehrfache Wurzel und 
r — Tq ein e-facher Elementarteiler der Determinante D(r). Dann 
besitzt das System der Differentialgleichungen 



(f^{o) = a^ 



142 I. Horn. 

é Lösungen von der Gestalt 

Va - t"'W'a2 + K': log/ + JT- {\0gtyi 

Va = i"{9^a,e-l + K^-, log / + • • • + fu7el^ (log ^'"^ } , 

wobei sÄintliche f? Potenzreihen von < sind, zwischen denen ähnliche 
Relationen bestehen, Avie ini Falle der gewöhnlichen linearen Diffe- 
rentialgleichungen.)) 

Bevor wir den Fall behandeln, avo die Gleichung | a^ — rd^ \ == o 
Wurzeln mit ganzzahliger Differenz besitzt, dehnen wir die bisher fOr 
das DiflFerentialgleichungensystem (C") geAvonnenen Resultate auf das all- 
gemeinere System 

aus, welches durch die Substitution 



m 

ttbergeföhrt wird. 



DHat die Determinante 

^a,S — ^aAPa + 0| 

lauter einfache Eleraentarteiler r — r, , . . . , r — r^, so besitzt das 
System (C') in der Umgebung des singulåren Punktes < = o ein 
Fundamentalsystem von der Form 

P fri+Pi/^ P frx-\-pmr 



^Im *' * Cim ) • • • > ^.ntm ^ "* ^mmy 
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wo Cu 9 ' ' ' 9 Cmm ^^ PotenzTeihen von t entwickelbar sind. Einem 
e-fachen Elementarteiler (r — r^y der Determinante 

a«,9 — ^IfiiPa + ^•) I 
entspricht eine Gruppe .von e Lösungen des Systems (C) 

wobei Wi^ , . . . , u^^ Auadrticke von der Form 

sind, unter C, C, ... Potenzreihen von t verstanden.D 



Die Gleichung 



f^afi— ^'^afi 



bez. j a^^ — {'11, + r)o\^ | = o 

känn man die zu dem singulären Punkte t = o gehörige determinierende 
Gleichung des Systems (C") bez. (C) nennen. 

Es bliebe nun noch der Fall zu behandeln, dass mehrere Wurzeln 
der determinierenden Gleichung des Systems (C) öder (C") um ganze 
Zahlen verschieden sihd. Wir werden diesen Fall nicht erscTiöpfend be- 
handeln, sondern niir so weit entwickeln, als es för die Anwendungen 
im nächsten Abschnitte erforderlich ist. Hat die determinierende Glei- 
chung des Differentialgleichungensystems (C") die beiden Wurzeln r^ und 
r^ -f e^ unter e eine ganze positive Zahl verstanden, und sind beide ein- 
fache Wurzeln, öder was auch schon hinreichend ist, r — r© und r — (*'o + ^) 
einfache Elementarteiler der Determinante a„^ — ^'^o^s h ^^ sind zwei Lö- 
sungen von folgender Form Vorhanden 

' 'a — * Tal 

^ _ • ■ 

wo ^^ und jp^ Potenzreihen von t und k eine Constante ist. Trittr — (^'o + ^) 
fi mal, r — To v mal als einfacher Elementarteiler auf, so sind jul Lösungen 
von der Form v^j v Lösungen von der Form v'^ vorhanden. Ist r — (^o + e) 
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eia zweifacher, r — r^ ein einfacher Elementarteiier, so siiid drei Lösungen 
von folgender Form vorhanden 

< = ^^•^>«(iogO' + ha log/} + r-j^;'; 

ist dagegen r — r^ ein zweifacher, r — (r^ + e) ein einfacher Elementar- 
teiler, so haben wir drei Lösungen von der Gestalt: 

<' = r--^Y«(iogO' + r-{%; log/ + <}. 

Diese Sätze ergeben sich teils von selbst, teils vermittels einiger weiterer 
Betrachtungen aus der Arbeit von Herrn Sauvage (Annales de TEcole 
Normale 1886). Die analogen Satze ftlr das System (C') sind leicht aus 
den angegebenen herzuleiten. 

Es ist nun unter Zuhilfenahme der in Nr. I angestellten Betracht- 
ungen nicht schwer, die vorstehenden Entwicklungen auf das DifiFerential- 
gleichungensystem 

auszudehnen, worin A^ , JB«^ Functionen von x , y sind, welche- den Inte- 
grabilitätsbedingungen Gentige leisten. Auf jedem im Gebiete der Va- 
riablen {x , y) verlaufenden geschlossenen Wege erfahrt ein Fundamental- 
system des Systems (B) dieselbe Veränderung wie im Falle einer unab- 
hängigen VerÄnderlichen, es geht nUmlich v 



^\\ ? • • • > ^i 



ml 



^Iwi » • • • > ^mm 
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ttber in 

011 , ... , Z^x 



wo 



^ttw ^wl^al I • • • I ^mm^i 



(«-!,..., »M) 



am 



ist. Setzt man die Coefficienten A^^ , B^ als rationale Functionen von 
Xyy voraus, deren Nenner die irreductiblen Factoren f^(i3P,y), ^(a;,y), . . . 
enthalten, so sind 

jr(a?, y) = o, ip{x , y) = o, . . . 

die singulären Curven des Systems (B). Während frtther das Verhalten 
eines Fundamentalsystems bei einem Umlauf der unabhangigen Variablen 
t um einen singulären Punkt untersucht wurde, betrachten wir hier ein 
Fundamentalsystem, welches auf einem geschlossenen Wege, der eine sin- 
gulare Curve ^{oo , y) = o umwindet, ein besonders einfaches Verfahren 
zeigt. Aus den Entwicklungen des ersten Abschnitts ist ersichtlich, dass 
in der Umgebung einer jeden Stelle von <p{x,y) = o ein Fundamental- 
system existiert, welches bei einer Umwindung der singul&ren Curve 
dasselbe Verhalten zeigt, gleichviel in der Umgebung welcher Stelle die 
Umwindung stattfindet. In den AusdrOcken, die fttr die Lösungen eines- 
solchen Fundamentalsystems im Falle einer Variablen oben kufgestellt 
wurden, braucht man, um die Gestalt des zu der Stelle (a , b) der sin- 
gularen Curve (p{x^y) = o gehörigen Fundamentalsystems zu erhalten, 
bloss {t — cy durch (p{x , //)'* , log {t — c) durch log (p{x , y) zu ersetzen 
und unter den C Functionen von x , y zu verstehen, welche sich in der 
Umgebung der Stelle {a , b) eindeutig verhalten, möglicherweise aber an 
den Stellen der Curve (p(xyy) = o unendlich werden. Die Functionen 
C lassen eine Darstellung von folgender Gestalt zu: 

^ _ y^ %{<« — g , y — fe) 
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Durch die Substitution 

geht die Functiota C? welche in der Umgebung von {a , b) eindeutig ist 
und nur an den Stellen von ^(rr,y) = o unendlich wird, in eine Func- 
tion von u , v tlber, welehe in der Umgebung der Stelle (w = o , t; = o) 
eindeutig ist und nur unendlich Avird^ wenn v =^ o ist. Sie ist nach dem 
LAUREXT'schen Satze in der Form 

darstellbar, avo C\ in (ine Potenzreihe von u entwickelbar ist. Ftthrt 
man wieder x , // ein, so jergiebt* sich die oben angegebene Form der 
Function C. 

Von besonderem Interesse sind nun wieder diejenigen DiflFerential- 
gleichungen, deren sämtliche Lösungen sich in der Umgebung der Stellen 
einer singulären Curve ^{Xjy)=o regulär verhalten; in dicsem Falle 
köunen die Exponenten r in der angedeuteten Entwicklung so gewählt 
werden, dass die Functionen C i" Potenzreihen von x — a,y — b ent- 
wickelbar sind. Ein Diflferentialgleichungensystem, dessen Lösungen die 
erwähnte Eigenschaft haben, ist z. B. 



(BO 






öder das allgemeinere 



(B") 

wo jPi , . • . , i>m positive öder negative ganze Zahlen sind, fa^ix , y) und 
fla^{x , y) Potenzreihen von x — a^y — J, welche den Integrabilitätsbe- 
dingungen Gentlge leisten — unter (a , b) irgend eine Stelle der singu- 
lären Curve verstanden. 
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Aiis dera Frtiheren folgt die Existenz eines Fundamentalsystems des 
Systems (B'), dessen Glieder von der Form 

^a = 5^(.r , yr\Z. + -C log ^(.r , y) + . . 1 

sind; C C'? • • • verhalten sich in der Umgebung der Stelle (a , b) ein- 
deutig. Dass diese Functionen in unserem Falle bei geeigneter Wahl von 
r nicht unendlich werden, also in Potenzreihen von x — a ,y — b ent- 
wickelbar sind, lehrt folgende Betrachtung. Setzt man 

;^ = a + a7, y = b -^ b'ty 

wo (a, b) eine einfache Stelle 'der Curve ^{^^y) = o und 






riicht gleich Null ist, so wird 

log^C-^^^y) == log' + ;if(0. 

^„ = r{C + Clog< + ...|; 

^(t) ist eine fftr t = o nicht verschwindende Potenzreihe von t; C>Ci'>-" 
sind in der Umgebung von t==o eindeutige Functionen von ty die fttr 
f = o unendlich Averden öder nicht, je nachdem C ? C> • • • ^^ ^^^ Stellen 
von (p{x , y) = o unendlich werden öder nicht. Da aber z^ den Djflfe- 
rentialgleich ungen 

7 r*\ __ «'AK« + a t , ?> -h h't) + 6'(/«/.(a + ct7 , b + h't) 

genagt, so sind C> CS ••• ^^^ geeigneter Wahl von r Potenzreihen von t^ 
also auch C j C« , • . • Potenzreihen von x — a , y — b. För das System 
(B") ergiebt sich hieraus der Satz: 
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»Das Diflferentialgleich ungensystem (B") besitzt in der Umgebung 
der Stelle {a , b) der singularen Curve ^ (a? , y) = o m Lösungen von 
der Form 



^2 



« 



</>{x , j/y^^-ic + c; log^cr ,*/) + ...•, 



wo sämtliche C Potenzreihen von x — a, y — b sind.» 

Wird das System (B') durch ein System von Potenzreihen ^j , . . . , z 
befriedigt, so bestehen die Congruenzen 



^U{^,W)-^,i~o 



^danip , y) -2^ = 



mod <p (a- , //), 



aus Avelchen sich die folgendeh ergcben: 



Setzt man nun 



\f^{x\y)\ = o\ 

,moi\ip{,v,ii). 



in das aligemeine System (B') ein, so- genOgt C den Diiferentialgleichungen 

Sollen nun Ci > • • • > C Potenzreihen von x — a ,y — b sein, so muss r 
die Congruenzen 



/:„»(j-, </) — '•<» 1^ 



Oa^i:x , y) 



3« 



O 



= o 



niod^(a' , y) 



befriedigen, aus welchen, Avenn man x = a , y = b setzt, die Gleichungen 



f:j(f , *) — >*ö\j ^^\ ' = o, 






X*- a,i/*=b i 



^.,(«,*)-r<{3i'J_^^^J = o 
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hervorgehen. Die beiden Congruenzen mössen, da die Existenz von Inte- 
gralen von der Gestalt 

bereits feststeht, dieselben m Wurzeln ri , . . . , r„ haben; man erhält ftir 
rj , . . . , r„j dieselben Werte, welche Stelle (a , b) der singulären Curve 
^{x y y) = o man auch in die Congruenzen einsetzt, um aus denselben 
Gleichungen herzuleiten. Nimnit man Rtieksicht auf die Form der Lö- 
sungen, wie wir sie im Falle eines mehrfachen Elementarteilers bei einem 
System mit einer unabhängigen Variablen kennen gelernt haben, so er- 
kennt man, dass die beiden Determinanten 



faÅ^ y y) 






dieselben Elementarteiler (r — r^)' besitzen, wenn man darin för {x , y) 
irgend eine Stelle von ^(a; , jy) = o setzt. Geht man schliesslich, ähnlich 
wie es oben bei einem Syst^jme mit einer Variablen geschehen ist, von 
dem System (B') zu (B") 11 ber, so ergiebt sich der Satz: 

»Die aus dem System (B") hergeleiteten Determinanten 



fa^{^,y) — [r + p)d^ 



dX 



stimmen, wenn man för {x , y) eine Stelle von ^{x , y) = o setzt, in 
den Elementarteilern öberein. Sind lauter einfache Elementarteiler 
r — Tj , . . . , f- — r„, vorhanden, und befinden sich unter den Grössen 
^'i j • • • > ^ w keine zwéi mit ganzzahliger Differenz, so ist in der Um- 
gebung einer Stelle (a, b) der singularen Curve ^{x jy) = o — die 
nicht zugleich einer anderen singularen Curve angehört — ein Fun- 
damentalsystem von der Form 



^un = <p{x,yy-^''^:,^ , . . . , z^^ = ip{x, yy--"'-:. 



mm 
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vorhanden, avo sämtliche f Potenzreihen votj x — a , y — h sind. 
Eineui c-fachen Elementarteiler r — r^ entsprechen e Lösungen, deren 
Gestalt sich aus der Entwicklung auf S. 142 dadurch ergiebt, dass 
man T* durch ^ (:r ,//)'*•, log < durch \ogip[x^y) ersetzt und sich 
sämtliche C als Potenzreihen von x — a,y — h vorstellt. In &hn- 
licher Weise erhalt nian die Gestalt eines Fundamentalsysterns in 
dem Falle, dass mehrere Wurzeln r sich um ganze Zahlen unter- 
scheiden.» 



111. 

Die im vorigen Abschnitte ttber totale lineare Differentialgleichungen 
abgeleiteten Satze wenden wir nun an, um das System linearer partieller 
Differentialgleichungen 

^^Z 1 j dz j dz 
= c Z 4- C. k (• — 

dy* 0.1 9^. r 3 ^^^ 

unter der Voraussetzuiig zu integrieren, dass die Coefficienten a , ft , c 
solche rationale Functionen von x , y sind, dass sich drei linear unab- 
hangige Integrale ergeben. Damit dies der Fall ist, mössen die Glei- 
chungen 

3 3'^ 3 3'ä 



dy dx^ dxdxdy 

d d'z ^ d d^z 
dy dxdy dx dy* ' 

die Integrabilitätsbedingungen des Systems (A), identisch in :r , y , ^ , — , -- 
erföUt sein. Dass unter dieter Bedincrunor auch wirklich drei linear un- 
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abh&ngige Integrale vorhanden sind, erkennt man, indem nian daa System 
(A) in ein System totaler linearer Diflferentialgleichungen ' 



ttberfuhrt, wo 






• 


Z, =2, 


^1 9x' 



z, == 



^1 



gesetzt ist. Infolge der Integrabilitatsbedingungen des Systems (A) sind 
auch diejenigen des Systems totaler Differentialgleichungen erftillt. Die 
Anwendung der Sfttze ttber totale Differentialgleichungen ergiebt Folgen- 
des (vgl. Appell, Liouv. Journ. 1882): 

Dem System (A) genögt eine vieldeutige Function ^ von a;,y, welche 
drei linear unabhängige Zweige z^^ z^^ z^ besitzt, durch welche alle Hbri- 
gen in der Form 

ausgedrOckt. werden können. Die Fimction z hat nur die singulftren 
Curven der rationalen Functionen a yh , c zu singulftren Curven. Man 
nennt das System der drei Integrale z^y z^^ z^ ein Fundamentalsystem des 
Systems (A) und die Determinante 



A = 



I » 



'j » 



dz, 
9x 



»V 
dz, 

3» 



die Determinante des Fundamentalsystems. Durch irgend einen im Ge- 
biete der Variablen x , y beschriebenen geschlossenen Weg wird das Fun- 
damentalsystem z^, z^ , z^ in 

^0 00 O » 01 1 • 03 2' 

Z^ = ^'lo^^o » ^'11^1 I ^la^j' 



^« ^ ^»o-^o + ^31-^1 + ^aa^j 
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• 

öbergeftthrt, wo die c Constanten sind, die nur von der Wahl des Weges 
abhängen. In der Umgebung einer Stelle {a , b) einer singulären Curve 
ip(^x , y) = o existiert ein Fundamentalsystem, dessen Elemente von der 
Form 

z = (p{x,yyc 

z - 4>{x. , yy[: + r log ^^o^ ,?/) + .. .} 

sind, wo Cj C, • • • Functionen sind, die sich in der Umgebung von (a,ft) 
eindeutig verhalten. 

Wir gehen auf das allgemeine System (A) nicht weiter ein, sondern 
machen Uber die Coefficienten die Voraussetzung, dass sie in der Um- 
gebung der Stellen (x = a , y = b) der singulären Curve (p{oo , y) = o 
die Form 





«. - / ' 


A, 


b ^" 


• 4 ' 


b '^« 






^1 — T" 



haben, wo A, B, C in Potenzreihen von x. — a, y — b entwickelbar sind. 

Diese Form besitzen die Coefficienten des Differentialgleichungen- 
systems der hypergeometrischen Reihe F{a ^ P y [^ j y , -^^ > ?/) i»» der Um- 
gebung der Stellen der sämtlichen singulftren Curven. 

Das Differentialgleichungensystem 



}yeht, wenn man 









tTber ei.n System lineärer partieller DifFerentialgleichungen. 153 

setzt, tlber in das System totaler linearer Differentialglcichungen 



<^'é-A^o + U-£K + A'^. 



« 

'l'^- = Ba + B,z, + (is, -f^z„ 

welches von der in II. behandelten Form (B') ist. Daher haben alle In- 
tegrale von (A') die Form 

z = (/^{or , //)'{^\(.r — a , // — h) + ^,(.r — (f , y/ — b) \oo;é{x , //) + ...}. 



Jedenfalls muss ein Integral 



z =- (p{r .yyc, 



wo (f eine Potenzreihe von x — a , «/ — b ist, vorhanden sein ; setzt man 
diesen Ausdruck in (A') ein, so ergeben sich för C die Differentialglei- 
chungen 
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wenn man hezeichnet: 



^o = A + KAg+^i,g)-K>-ofi)^ 



Vo 






3.1- 



a// 



/^.,-<; + '(^',^'+C;?^)-,-(.-r)(|)' 



- !i' 



P. = 



A, — 2r-^. 



3V' 



', 



dr 



'«'• = '^'-'l7' A = ^\. 



•i " 2 • 



^'^•^-'^^-'•S- 



«, = f\ 



2r_L 

5// 



Soll C eine Potenzreihe von rr — a , y — b sein, welche nicht das Produkt 
aus i}>{x^y) in eine andere Potenzreihe von x — a,y — b ist, so muss 



V. -. o \ 






o 



= o 



mod é{:i' , y) 



sein. Es muss also eine Grösse r, welche diese drei Congruenzen gleich- 
zeitig befriedigt, vorhanden sein ; wir werden sogleieh sehen, dass die drei 
Gleichungen zweiten Grades in r 

A + 'KS+^.^)"*-.)(g)"- 



A\ 



*. + '•(''.:'+«'?) 



= r(r — 



i)— — > 

^ a.r a// 
'a^\* 



welche man aus . den obigen Congruenzen erhalt, wenn man far {po > y) 
eine beliebige Stelle (a , ft) der Curve </^{x y y) = o setzt, zwei Wurzeln 
r, , r^ gemein haben, welche von der Wahl der Stelle {a , b) unabhängig 
sind, Es ist allerdings möglich, dass diese Gleichungen zum Teil iden* 



t^bcr cin 8yätctu liucarer partieller DiffcrcotialgleichungeD. 155 

tisch erföllt sind. Hatten die drei Gleichungen iiur eine Wurzel gemein, 
80 raftsste das System (A') drei IntegraJe von einer der folgenden Formen 

2) <^\';,^'<r,,9^'(C' + riog^), 

3) f:, , ^'(Ci log^ + c/) , i^i<5(iog^)' + c log^^ + :i'\ 

btigitzen. Setzt mun 



so mOöstu (Jas Svstein 






f} 









entweder em Iiiteirral 



o 



wo C'j C" Poteir/reihen sind, besitzen öder durch drei nicht durch ^(a?,y) 
teilbare Potenzreihen Ci j C^ j C^ befriedigt werden. Im ersten Falle genttgt 
C demselben Diflferentialgleichungensystem wie C, während sich far C" 
das System 






> 



r 5y» ()•» I • 9;e ' ' dy ' dy 91/ 
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ergiebt, worin 
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dip\' 



U=- 






r = 



>r = 



t 

'dx *dy \dy) 



Da nun die Potenzreihe C nicht durch ip{x^y) teilbar sein darf, so 
mössen die Congruenzen 



9^ 



"^,u\ « 



^1 aj5 ^ ^^ 9// ^ aa; a// 



inod ip 



^ a«^ ^ a// ' \a// ' 



bestehen; d. h. die determinierenden Gleichungen des Systems för C'- 



'(«.S+«.^i-^('-)S&'-°' 
'(«. S + *. ^' 



»(.-.)(|)"-o 



haben die doppelte Wurzel 5 = 0; dann ist r eine doppelte gemeinschaft- 
liche Wurzel der obigen drei Gleichungen, so dass diese doch zwei 
Wurzeln gemein haben. 

Wtlrde das System ftir C durch drei nicht durch ^{x j y) teilbare 
Potenzreihen befriedigt, so wäre <p{x , y) = o gar keine singulare Curve, 
uud das System fttr C hatte die Form 
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3^3?/ • ** 1 ScC ' ^3// 

unter L j M ^ N Potenzreihen von x — a ^ y — h verstanden. Die Subr 
stitution 

liefert das Differentialgleichungensystem, welchem z geniigt. Man findet, 
dass die deterrainierenden Gleichungen dieses Systems die beiden Wurzeln 
r und T + I besitzen, was mit der Annahme, dass dieselben nur eine* 
einzige Wurzel r gemein haben, in Widerspruch steht. 
Sorait ist bewiesen, dass die drei Congruenzen 

^^0 = o, Q^= o, R^ =.o, mod ([}{x , //), 

wo F^j Q^j Rq die oben definierten ^anzen Functionen zweiten Grades 
von r sind, zwei (verschiedene öder zusamihenfallende) -Wurzeln gemein 
haben. Sind die beiden Wurzeln r^ , 7\ von einander verschieden und ist 
ihre DiflFerenz keine ganze Zähl, so sind zwei Integrale von der Form 

z^<p(x,yyK 
und eines von der Form 

vorhanden, unter C Potenzreihen von x — a , y — b verstanden. Es ist 
nur zu ermitteln, welcher der beiden Wurzeln zwei Integrale zugehören. 
Man berechnet, unter r eine der beiden Wurzeln verst^hend, die oben 
eingeftihrten Grössen P ^ Q ^ R; da dem System 

ib — = "P' ^ 4- P '^ -J- P 11 , 

4> ^^, = R',C + Ri^^ + R,- 
^ 3.V . 9* 3// 
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durcli viuQ Potenzreihe ^ gcMittot wird, so bostehen die Ccmfrrucnzcn 






mod (/^{s ,//) 



so dass auch 



: Vo ' Vi • V2 



lE O, mod ^(.r, //) 



sein muss. Sind nicht alle Subdetermiiianten dieser Detenninantc = o, 
mod (p{Xjy), so känn man von den zu einer Stelle (a, b) der singularen 

Curve ^(ic , //) = o gehörigen Werten von C? — ? ~ zwei durch den drit- 

ten ausdrHcken, wlVhrend in dem Falle, wo alle jene Subdeterminanten 

= 0, modc^(ic,y) sind, zwei der Grössen C, — ?— willkttrlich bleiben. 

Im ersteren Falle existiert eine, im letzteren zwei Potenzreihen C 

»Infolge der Integrabilitätsbedingungen des Differentialgleichungen- 
systems (A') haben die drei Congruenzen 









•^'o + '■( <-', 



a^ 



r 3^' 



— 1) 



h ^J) 



dip dif 



' dz dl/ 



• mod (p{r ,11) 



dz 



+ ^. 



3.'/ 



'■(■-■)(.:;:)■ 



zwei Wurzeln r^ , r^ — die von x , y unabhangig sind — gemein. 
Sind dieselben von][einander verschieden und ist ihre Differenz keine 
ganze Zahl, so besitzt (A') in der Umgebung einer Stelle {a , h) der 
singularen Curve ^{x , y) = o ein Fundamentalsystem von folgender 
Gestalt: 
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/, = (!>{x , y)-'%{x — a , y — b), 
z^ = d>{x, »/)''5P,(.T — a,y — b).y> 

m 

Wir haben noch die beiden Fälle zu behandeln, wo r^ = r^ und 
r, — rj = e eine ganze Zahl ist. Im ersten Falle könnte nach dem Frft- 
heren ein Integral 

^ = 4^{x , //)"«{r (log^)^ + r log^ + ri 

worin C', C", C" Potenzreihen sind, vorkommen. Die erste der drei zur 
Bestimmung von C'" dienenden Differentialgleichungen wäre: 

^ 3«' ■" -^»^ ^^ ^' a* ^-'^ ay + ^ "^ S« 3^ ^ v'' * ' 
da hier ^' nicht durch ^ teilbar sein dOrfte, so mQsste 

sein; da diese Bedingungen nicht erftlllbar sind, so ist ein Integral von 
der vorausgesetzten Form nicht vorhanden. Ein Integral 

muss aber existieren, da zwei um r verschiedene Wurzeln vorhanden sind, 
wenn das System (A') durch drei Integrale ^: = ^''C befriedigt wird. In 
unserem Falle mOssen alle aus dem System 

P' v P 

Vo ' Vi > Vi» 

ifo 4 til J *^2 

gehiUleten Deterrninn riten zwelten Grados = O, mod ^s sein, denn wRre 
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dies nicht der Fall, so hatte das System (A') nur ein Integral z = ip*'C) 
aber, wie man leicht nachrechnet, auch nur ein Integral 

.^=V'''(riog^ + c"), 

also nur zwei linear unabhängige Integrale. 

x»Ist r^ = t-jj = r, so besitzt das System (A') ein Fundamental- 
system von folgender Form 

Cl j ^ j c? C" sind Potenzreihen von x — a , jy — h, und es ist 

Letzteres kommt daher, dass auch der CoeflFicient von log^ in z^j 
nftmlich ^T> ein Integral von (A') ist Es sei nun r^ = r,rj =r + ^> 
wo e eine ganze positive Zahl ist. Soll ein Integral vorhanden sein, 
welches in Bezug auf log^ vom zweiten Grade ist, so muss dasselbe 
eine der beiden Formen 

haben. Im ersten Falle mösste auch ein Integral von der Form 

<p-"{r' log v- + '-o . 

exiatieren, was aber nur dann möglich ist, wenn *•, = r, ist. Im ZAveiten 
Falle ergeben sich för C" drei DiflFerentialgleiclmngen, deren erste ist 

f-^, =. nr + p.^- + i\i — H'' - 2? ;- + f'\^) ^" 

' ex dx cy dx ex ex ^ >'•<?/ 

-t- -,,- 
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der Zähler des letzten Gliedes iiitisste diirch <l^ teilbar und folglich 



r^ = r, sein. 



j)Ist rj — r^ = e eine ganze positive Zahl, so hat das Systeiri 
(A') ein öder zwei Integrale Von der Form 

und zwei bez. ein Integral von der Form 

z = <p{x, yy^C log <p {x , y) + ip{x , y)^<", 

wo samtliche C Potenzreihen von x — a , y — b sind.» 

Ob ein öder zwei' Integrale von der ersten Form vorhanden sind, er- 
kénnt man wié oben; es känn auch vorkommen, dass die logarithmischen 
Glieder wegfallen, was aber nicht möglich ist, wenn r^ = r^ ist. 

Wir sind nun im Stande, das Dififerentialgleichungensystem der hy- 
pergeometrischen Reihe F(a y ji y p'yj' y x , y) zu behandeln. Man känn 
demselben die Form geben: 

t \^*« // I /y I \ ^x{\—y)\2z ^z{l—x)dz , ^ 

.v(i -y)3p = ((« + /?'+ O// - r-'-y3r^) 3- + ^"7^1^- äi + «/^^- 

In der Umgebung der Stellen der singulären Curven a; = o , y ^ o, 
I — a; = o,i — y = o j X — y = o ist das System von der Form (A'). 

Ftlhrt man dasselbe durch die Substitution x = - ttber in 

X 

\ ' ^' ' I — X y / dx ^ — xy ^!f 

/ Ji^Z Px\l-X')iz . I, , ' ,- ^ /J(I-V)\3« , n. 

^eCA mafA^marica. 13. Tmprimi) le 31 nov.cmbre 1888. 21 
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SO erkennt man, dass es auch in der Nähe der unendlich fernen Linie 
05 == CO oder äj' = o dieselbe Form besitzt. Dasselbe gilt ftir die andere 
unendlich ferne Linie y = oo. Setzt man för (pix^y) der Reihe nach 



i) X, 2) 



X, 



3) ^—Vj 4) ^', 



so erhält man ftir die CoeiFicienten des Systems (A') 

an einer Stel le {x , ?/) der jedesmaligen singulären Curve (p{x ^y) 
bezw. die folgenden Werte: 

O o,/9'-r,-i5(i~?/), 



= o 



o , o 
o , o 



o 



2) O, a + y9— ;-+ 1 ,y9(/. 



o 



o, 



o 



o 



, o, 
, o; 



3) o,— ^, y9, 
o,— i^, ^5; 



4) 



a[i,a + {i— I ,— ^//(i — !/), 



o 



o 



Die Congruenzen 



A+.-(Ag + A,^)-(^-0(|)' 






B. + r(B. I + B, '^) =..-(,- 

^v+.(t.,g+c4|)..(.-.)(|y| 



mod ^(4J ,y) 
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liefern, wenn ipan fQr {x , //) eine Stelle der jedesinaligen singulären 
Curve ^{x , y) = o setzt, die zur Bestimnmng von r dienenden Glei- 
chungen: 

2) _ r(a + ^ ~ r + O = ^{^ — O» 

3) '/•(^ + /50 = — r(r-i), 

4) 0LJ9+ r{a + [i— i) = r{r— i), 

welche die Wurzeln i) o,i+/5' — y\ 2) o,;- — a — ^; 3)0,1 — ^ — ^\ 
4) a , ^ ergeben. Ähnlich verfährt man bei den singulären Curven y = o, 
I — y = o , y = 00. Sind die Constanten der Reihe a , /8 , /?', ;* so be- 
schaffen, dass keine der Gleichungen ftir r zwei gleiche öder ura eine 
ganze Zahl verschiedene Wurzeln besitzt, so ergeben sich die in der Ein- 
leitung angegebenen Fundamentalsysteme. 

Die Frage nach dem Verhalten der Integrale von (A) und (A') 
in der Umgebung einer Schnittstelle (a , h) zweier singulärer Curven 
ip{x^y) = o und <p{x y y) = o möge för eine andere Gelegenheit auf- 
gespart bleiben, ebenso die Frage nach den notwendigen Bedingungen ftlr 
das Vorhandensein lauter regulärer Integrale in der Umgebung der Stellen 
einer singulären Curve (p{xjy) =0 eines Systems linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen von der Form (A). 



IV. 

Die bisherigen Resultate können in verschiedener Hinsicht verallge- 
meinert werden. 

Wenn man die Entwicklungen des ersten Abschnitts auf Fiinctionen 
mit n Veränderlichen a^i , . . . , a;„ ausdehnt, was ohne irgend welche Möhe 
inöglich ist, so ergeben sich folgende Definitionen und Sätze: 

Wenn sich eine analytische Function von x^y . . . j x^y F{xi , . . . , x^y 
an allén der irreduciblen algebraischen Gleichung <p{xi ^ . . . , x„) = o ge- 
ntlgenden Stellen {xi , . , . , x„) singulär verhält, so wird das algebraische 
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Gebilde ^(a?,, . ., aJ„) = o ein siiiguläres Gebilde der Funktion F{Xiy ...yX^) 
genannt. Ein iin Gebiete der Variablen a^j , . . . , a?„ verlaufender geschlos- 
sener Weg umwindet das singuläre Gebilde (p(x^ , . . . ^ x„) = o A-fach in 
positiveni Sinne, wenn beim Durchlaufen dieses Weges das Argument der 
complexen Grösse ^(a^i , . . . , x^) um 2X7n wächst. Ist nun (ai , . . . , a„) 
eine Stelle des singulären Gebildes ^{x^ , . . . , x„) = o, welche nicht zu- 
gleich einem anderen singulären Gebilde angehört, so föhrt jeder in der 
Umgebung von («!,..., a„) verlaufende geschlossene Weg, welcher das 
Gebilde </^{Xi , . . . , ar^) = o nicht umwindet, die mehrdeutige Function 
'F{xi , . . . , re J zu ihrem ursprttnglichen Werte zurftck. Ist {bi , . . . , J„) 
irgend eine andere Stelle de« irreductiblen Gebildes ^(o;, , . . . , icj = o, 
so zeigt die Function, wenn sie das singuläre Gebilde in der Umgebung 
der Stelle (ftj , . . . , b,) umwindet, das nämliche Verhalten, wie wenn die 
Umwindung in der Umgebung der Stelle (/?i , . . . , a„) stattfindet, wie dies 
far n = 2 im ersten Abschnitt näher auseinandergesetzt wurde. 

Die Anwendung dieser Sätze auf bestimmte mehrdeutige Functionen 
von n Veränderlichen, wie z. B. auf die Istegrale linearer Differential- 
gleichungen mit n unabhängigen Variablen, geschieht in derselben Weise 
wie im Falle zweier Variablen. Die Ausdehnung der im zweiten Ab- 
schnitt ftber totale lineare Differentialgleichungen mit éiner und zwei un- 
abhängigen Variablen bewiesenen Sätze auf Differentialgleichungen mit 
n Variablen, d. h. auf Differentialgleichungensysteme von der Form 

dy,, = ^Ä^alv^ .dxi + ... + ^Ä^^y^ . dx^ («„5-i. ....«•> 

wo A^ll , . . . j Ä^^ Functionen von a-j , . . . , x^ sind, welche die Integrabili- 
litätsbedingungen erfttllen, ist so einfach, dass wir von einer Angabe der 
verallgemeinerten Sätze absehen können. ' 

Schwieriger dagegen ist die Ausdehnung der Theorie der gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung auf Differential- 
gleichungen mit n Variablen, d. h. die Verallgemeinerung der Entwick- 
lungen von III. 

Das allgemeine Integral einer linearen partiellen Differentialgleichung 



Uber cin System linearer particllcr DiffercntialgleichuDgcn. 165 

deren Coefficienten A^^^_^^^ Functionen von x^j...jX„ sind, enthält nicht 
wie das allgemeine Integral einer gewöhnlichen linearen Diflferentialglei- 
chung m willkörliche Constanten, sondern m willkUrliche Functionen von 
M— I Veränderlichen. Mehrere lineare partielle Differentialgleichungen 
haben im allgemeinen gar kein Integral gemein; wenn aber die Coefii- 
cienten gewigse Bedingungen erföllen, känn es eintreten, dass die Diffe- 
rentialgleichungen ein gemeinsames • Integral' mit einer endlichen Anzahl 
willktirlicher Functionen von n — i , n — 2 , . . . , i , o Variablen besitzen. 
Wir beschäftigcn uns hier nur mit dem Fall, wo das allgemeine Integral 
des Differentialgleich ungensystems 

Z^Jf"^ .. —. 4- = o (««i r) 



öo / """^ dx\\ . . dz\ 



— unter -4^",^.,^^ siud Functionen von Xi j , . . , x^ verst^inden — w will- 
ktlrliche Constanten c^ , . . . , c„, enthalt, also von der Form 

y = c,y, + . . . + c„y„ 

ist, und zwar stellen wir zunächst solche Differentialgleichungensysteme 
von besonderer Gestalt auf.' 

Eine Differentialgleichung mit einer unabhängigen Variablen x erhält 

man, indem man y-^ als lineare homogene Function von y , -p , . . . , , ^_f 

darstellt: 

d^ ~ P'!^"^ • • • + ^"'''di + ^''•^• 

Durch wiederholte Differentiation der Differentialgleichung känn man alle 

d u du d^ — * Ii 

Ableitungen -r-f durch y } -f-j • • • j „^_^ linear ausdrtlcken. Auch im 

Falle von n Veränderlichen Xiy . . . j x„ nehraen wir zunächst gewisse m 
niedrigste Ableitungen — zu denen auch y selbst gehört — an und 
stellen gewisse nächst höhere Ableitungen als lineare homogene Func- 
tionen jener m Ableitungen dar, so dass man durch wiederholte Diffe- 
rentiation alle höheren Ableitungen durch die m zuerst angenommenen 
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Ableitungeii ausgedrttckt erhält. Fttr die particllen Ableitungen wird die 
Bezeichnung 

gA, + ... + Ä« 

^y(A|,..., An) y_ 

"^ dx\' . . . a«i- 

angewandt; das Wertsystem (A, , . . . , ^„) wird als Indexsystem der Ab- 
leitung bezeichnet. Wir bilden zunächst eine Gruppe von m Indexsystemen 
(«!,..., a«) von der Eigenschaft, dass, wenn (aj , . . . , a^) ein Indexsystem 
der Gruppe ist, auch das Indexsystem (a'/, . . . , ai') derselben angehört, 
falls a|' <^ al , . . . , a^' <^ a^ ist. Aus dieser ersten Gruppe leiten wir eine 
zweite Gruppe von Indexsystemen (^i , . . . , /9„) ab; wir bilden nämlich 
aus jedem Indexsystem («!,..., a„) der ersten Gruppe die Indexsysteme 

lassen aber diejenigen, welche schon in der ersten Gruppe vorkommen, 
wieder weg. Sodann denken wir uns alle Ableitungen, deren Index- 
systeme der zweiten Gruppe angehören, als lineare homogene Functionen 
derjenigen m Ableitungen dargestellt, deren Indexsysteme in der ersten 
Gruppe enthalten sind. Wir erhalten so eine Anzahl Gleichungen von 
der Form 

^//^if •••»/^»•) — 2^ IX/5'i. ...,^") .j*(<»i» •••! '''••^ • 
.7 ^ ^a, «„ • If > 

die Coetficienten P setzen wir als eindeutige analytische Functionen von 
0^1 , . . . , a;„ voraus. Ist nun (A^ , . . . , A„) irgend ein Indexsystem, so erhftlt 
man y^»»- »^"^ durch Differentiation aus den gegebenen Differentialglei- 
chungen und zwar im allgemeinen auf verschiedene Arten. Damit sämt- 
liche Ausdrllcke, die sich ftir y^i"'^-> ergeben, öbereinstimmen, mössen die 
Coefiicienten I^a,\\Zan^ gewisse Integrabilitätsbedingungen erföUen, deren 
Aufstellung wir unterlassen, die wir aber immer als erfullt voraussetzen. 
Man erhält dann 

(a) 

wo die Coefiicienten p<^i'"^"> aus den Functionen P^^»""/"^ und deren Ab- 
leitungen gebildet sind, und zwar durch Addition und Multiplication. 
Wenn sich sämtliche Functionen l^j;;;;«'f"^ an der Stelle (rri= ai,...,ir„= «„) 
regulär verhalten und wenn die Werte der p Ableitungen der ersten 
Gruppe an dieser Stelle willktirlich festgesetzt sind, y^i--^^^'-^ = gy^«> '»-^ so 
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erhält man fttr alle tlbrigen Ableitijngen endliche Werte,z. B.y^»' '^"^=^^^»'" »H 
Die Potenzreihe 



^ X ' /, Un 



r 

convergiert — wie sich aus einem Satze von Bouquet tlber totale Diffe- 
rentialgleichungen ergiebt — und stellt somit ein dem Differentialglei- 
chungensystem genttgendes Functionselement dar. Da sich sämtliche 

Grössen yf"^ ^"^ als lineare homogene Functionen der m Ableitungen 

r^'^^ '^"^ deren Anfangswerte wir nun mit t?i ,'..., c^ bezeichnen, dar- 

stellen lassen, so nimmt obige Potenzreihe die Form an: 

wo yi , . . . , y« Potenzreihen von x^ — öj , . . . , a?„ — a„ sind. Unser Diffe- 
rentialgleichungensystem besitzt also rti, linear unabhängige Integrale 
Vii ' '" jVrni durch welche sich jedes Integral y linear ausdrticken lässt; 
wir sägen, dass Pi 9 > - * y ifm ^^^ Fundamentalsystem bilden, und nennen 
die Determinante 

I Ifa 

in welcher ftlr a die Zahlen i , . . . , w und ftlr («!,..., a„) die be- 
kannten m Indexsysteme zu setzen sind, die Determinante des Fundamen- 
talsystems. 

Ein Dififerentialgleichungensystem der betrachteteh Art ist z. B. das 
folgende : 

n^ 



(a, >9=1, ...,«) 



ferner das System, welches man erhält, wenn man 

d^y dy d^y d^y 

wo för a eine bestimmte der Zahlen i , . . . , w und för ^ die Zahlen 
I,..., a — i>a+ i,...,w zu setzen sind, linear durch 

Sy S^^-^y 

ausdröckt. 
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orn 



Rs sei min eiii System linearer pai;!Lieller DiflFerentialgloichungen von 
beliebiger Gestalt 

Zji"^ , . f/"*» '"•^ = o (a-l....,f) 

gegeben, welches m linear unabhangige Integrale besitzt. Die Bedingungen, 
welche die Coefficienten erföUen mttssen, dainit dies stattfindet, werden 
hier nicht aufgestellt. Es giebt dann m Integrale J/i , . . . , 2/m von der 
Beschaffenheit, dass sich jedes Integral y in der Form 

» 

darstellen lässt. Gehen ?/i , . • . , ym> wenn die Variablen o^, , ...,^n einen 
geschlossenen Weg beschreiben, t^ber in yj , . . . , i!/L, so bestehen Rela- 
tionen von der Form 



mit constanten Coeflficienten. Hat man nun ein System von m Functionen, 
welches sich bei einem Umlauf der Variablen a^i , . . . , rr„ in der ange- 
gebenen Weise verhält, so gentlgen dieselben einem Systeme linearer Diffc- 
rentialgleichungen von der Gestalt 

vorausgesetzt, dass die Determinante 

nicht identisch verschwindet. Aus den m Gleichungen 



berechnet man 



^ («) 






wo A^;';;;;£"^ die Determinante ist, welche ans A hervorgeht, wenn man 
das eine Indexsystem («!,.., a„) diirch (^i , . . . , ^„) ersetzt. Bei jedem 



XJher ein System liooarer partieller DifTerentialglcichungen. 



169 



geschlossenen Wege der Variablen x^ j . . . , x„ gehen ^i , . . . , y^ öber in 
Ausdrticke von der Form 

^11^1 "r • • • + ^\mym > • 'j > ^»11^1 "T • • • "T ^mmytn^ 

die beiden Deterrainanten A und A^" ''^"^ werden dadurch mit 



ji ...I Un 



'«/5 



(a,;9=l,...,iii) 



multipliciert, so dass ihr Quotient ungeändert bleibt; i^f!;;;;«^*^ ist daher 
eine eindeutige Function von o?, , . . . , a;„. 

Sind y\ y • • f Vm Functionen einer einzigen Veränderlichen Xj so nennt 
man bekanntlich die Determinante 



dya 



fm— 1 



Va 



^«' d^' '"' d^^^^ 



(a^I, ..,,m) 



die Determinante des Functionensystems ; man beweist, dass diese Deter- 
minante nicht identisch verschwindet, wenn die m Functionen linear un- 
abhängig sind, d. h. wenn keine Relation 

mit constanten Coefficienten besteht. Sind «/i , . . . , y^ Functionen von 
o:, , . . . , rr„, so lassen sich mehrere der obigen analoge Determinanten 
bilden; einem System von drei Functionen y^^y^^y^ zweier Variablen 
rr, , x^ entsprechen z. B. die Determinanten 



Va > 




3y« 


4/ 


3y. 


3'.V« 


Va > 


a*. ' 


' a^I 


Val 


a*. ■ 





(a-0,1.2) 



Im allgemeinen Falle entspricht jeder der verschiedenen Gruppen von 
je m Indexsystemen (a, , . . . , aj, welche in der oben angegebenen Weise 
gebildet werden können, eine Determinante 



4/(^1» •••1^) 

Ur 

Äcta mathematiea. 12. Imprlmé le SI novembre 1888. 
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Wir werden sehen, dass nicht alle diese Determinanten ideutisch ver- 
schwinden köiinen, wenn die Functionen yi , . . . , y^ lii^^^ar unabhängig 
sind. Niinmt man die Zahlen i , . , . , w in irgend einer Reihenfolge, 
und sind fQr je zwei aufeinanderfolgende Zahlen a , y9 samtHche Deter- 
hiinanten 



y 



r y ^ '•••'« A 



• • • 



9a^« dxa ^xa 9«§ 



(/'=i,...,*") 



worin X , fi irgend zwei ganze positive Zahlen (einschliesslich o) mit der 
Surame X -\- fi = m — i sind, identisch gleich NulVso sind m Functionen 
^1 ? • • • > ^m von 0^1 , . . . , rr„ derart vorhanden, dass gleichzeitig folgende 
Gleichungen bestehen: 

r r '^^a r ^ dxT~ 

Durch Differentiation dieser Gleichungen erhält man die folgenden: 



Z^3:rJ')- "' Z-a, a- "' • • • ' Z- 



m— ■? 



Die Vergleichung der beiden Reihen von Gleichungen ergiebt: 
öder 

wo ^ eine der Zahlen i , . . . , w ist; d. h. die Verhältnisse der Grössen 
^i j • • • j C'^ sii^d constant und mithin «/i , . . . , jy,» nicht unabhängig. Sollen 
also diese Functionen linear unabhängig sein, so dttrfen nicht alle oben 
angeschriebenen Determinanten verschwinden. 

Hiermit ist bewiesen, dass die Integrale eines Differentialgleichungen- 
systems von der Form 
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mit m linear unabhftngigen Integralen Obereinstimmen mit den Integralen 
eines Systems von der Gestalt 

(a) 

Wenn man auch nicht jede der möglichen Gruppen von m Indexsystemen 
dem letzteren System von Differentialgleichungen zu Grunde legen kanti, 
so ist doch sicher eine dieser Gruppen zulässig, weil immer eine Deter- 
minante nicht verschwindet. Es muss also möglich sein, aus dem ersten 
Differentialgleichungensystem alle Ableitungen y^»» '^-> durch die m Ab- 
leitungen y»" '""V auszudrticken; indem man die r/^»'-"^"^ durch die y*'""''*"^ 
ausdrtickt, erhält man das letztere System. 

Man hatte nun folgende Aufgabe zu lösen: Ist ein beliebiges System 
linearer partieller Differentialgleichungen 

gegeben, so sind die Bedingungen zu ermitteln, unter welchen dasselbe 
m linear unabhängige Integrale besitzt; man hat dann, wenn man mit 
yi > • • • ? ^m Gin Fundamentalsystem des Differentialgl.eichungensystems be- 
zeichnet, zu untersuchen, welche der verschiedenen Determinanten 

yl"*"-'""^ I (i-l,:..,m) 

von Null verschieden sind; hat man gefunden, dass eine bestimmte dieser 
Determinanten nicht verschwindet, so hat man das gegebene System von 
Dififerentialgleichungen auf die Form 

J C/],..., an J 

ZU bringen. Diese Aufgabe, die eine Verallgemeinerung der bereits ge- 
* lösten Frage' nach den Bedingungen, unter welchen zwei gewöhnliche 
Diflferentialgleichungen mehrere particuläre Integrale gemein haben (vgl. 
GrOnfeld, Zeitschrift för Mathematik 1885), darstellt, soll jedoch 
Kier nicht behandelt werden. 

Man könnte sich also auf Systeme von der Form 
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beschräjiken, welche sich, wie wir gleich sehen werden, auf Systeme to- 
taler linearer Differentialgleichungen zurtickftthren lassen. Bezeichnet man 
die m Ableitungen y"> •• »"-^ in irgend einer Reihenfolge mit y^ (a= i,...,m), 

so ist r^ (y = I , . . . , n) eine lineare homogetie Function von yi,...,ym- 

Ist nämlich y^ = y«»'-'"*^ und gehört (aj , . . . , a^ + i > • • • 5 ««) der Gruppe 
der Indexsysteme (a,,...,a^) nicht ebenfalls an, so muss es in der Gruppe 
d^r (A > • • • > l^n) eiithalten sein; es ist daher 

d. h. eine lineare homogene Function von ^i , . . . , y„t* 

Unser System linearer partieller Differentialgleichungen ist somit auf 
ein System von der Form 



dxu 



= SJ^»/,, ("•'::l;:::;r) 



also auf ein System totaler linearer Difterentialgleicliungen zuröckgeftihrt, 
worin die Coefficienten A^^^ Functionen von Xi y . . . , x^ sind. 

Indem man die tiber totale Differentialgleichungen im zweiten Ab- 
schnitte bewiesenen Sätze, die sich ohne Mtlhe auf Differentialgleichungen 
mit n unabhängigen Veränderlichen ausdehnen lassen, auf das System (D) 
anwendet, ergiebt sich Folgendes: Die singulären Gebilde der Functionen 
i^au\'.'.',aS^ sind auch die singulären Gebilde des Differentialgleichungen- 
systems. 

In der Umgebung einer Stelle (öTj , . . . , a„) des singulären Gebildes 
^{xi , . . . , x„) =wF o ist ein Fundamentalsystem von tn Integralen vor- 
hariden, welche eine Entwicklung von der Form 

y = ip{x,y ... , x^Ytj 
öder von der Form 

zulassen, \vo unter ly Functionen zu verstehen sind, welche sich in der 
Umgebung der Stelle (aj , . . . , a„) éindeutig verhalten, allenfalls aber 
noch an den Stellen des singulären Gebildes ^^'(ic, , . .., :r„) = o unendlich 
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werden könncn. Von dem Verhalten der Integrale an den Schnittstellen 
mehrerer singulftrer Gebilde sehen wir för jetzt ab. 

Wir betrachten nun eine Klasse von Diflferentialgleichungensystemen 
(D), deren samtliche Integrale sich in der Umgebung einer Stelle (»i,...,»») 
eines singulären Gebildes ^(.r, , . . , , x„) = o regulftr verhalten; ein solches 
System hat man z. B., wenn die CoeflPicienten des Systems (D) die Form 
haben 

wo G^^\\[-J^^ in eine Potenzreihe von 0*1 — «,,..., j',^ — a^ entwickelbar ist. 
Dass sich die Integrale des Systems 



(D') 



lO^i» •••»/'«) 






in der Umgebung der Stelle («!,-.,««) des singulären Gebildes <p{xi,,.,,x„)=o 
regulär verhalten, erkennt man, indem man das System (D') auf ein System 
totaler linearer Differentialgleichungen mit den m abhängTgen Variablen 
y(«i, ...,««) zurOckfOhrt. 

Um die notwendigen Bedingungen fttr das Vorhandensein lauter re- 
gulärer Integrale aufzufinden, mtisste die Theorie der totalen linearen 
Differentialgleichungen weiter gefohrt werden, wovon wir in der vor- 
liegenden Arbeit absehen. Da nun feststeht, dass die Integrale von (D') 
in der Umgebung der Stelle (aj , . . . , a„) des Gebildes ^ (arj , . . . , a;„) = o 
die Form haben 

y = ip{x^ , ....x^Yrj 

odér 

wo yj ,7]'^ ' ' * Potenzreihen von x^ — rtj , . . . , jr„ — a„ darstellen, so können 
wir uns zur Berechnung der Exponenten r wenden. 

Die wiederholte Differentiation des Ausdrucks y = ip''rj — ein Integral 
von dieser Form ist immer vorhanden — ergiebt 



± __ ^/"-("l + ... + «•») 

CiUl . . . OXfi 



'•,«! + ••• + ««](^) '• • • (|y""-'7 + 4>Q- «. 
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wobei (?,,,...,„, ein aus den Ableitungen von ip und tj durch Addition und 
Multiplication gebildeter Ausdruck ist; ferner ist die Bezeichnung 

[j- , m\ = r{r — i) . . . (r — m + i) ; [y ? oj = i. 

angewandt. Durch Einsetzen in eine der Differentialgleichungen (D') 
findet man, dass 

£(r,., + ... + aj(g-)"\..('f-)"i«;:::;::-', moa^ 

sein muss, da gy als nicht durch ip teilbar vorausgesetzt wird. Jede der 
m Differentialgleichungen des Systems (D') liefert eine solche Congruenz. 
Setzt man ftir (rr^ , . . . , x^ irgend eine Stelle des Gebildes ^ = o, so 
gehen die Congruenzen in Gleichungen fQr r Hber, die allerdings zum 
Teil auch Identiteten werden köimen. Die iiicht identischen Gleichungen 
mössen eine 'Anzahl gemeinsamer Wurzeln r besitzen. Von der weitéi^en 
Ausffthrung, die den för das specielle System (A') angestellten Betracht- 
ungen ähidich sein wird, sehen wir hier ab, ebenso von der Behandlung 
einiger anderen Fragen, welche durch die seitherigen Entwicklungen nahe 
gelegt werden. Es ist dies namentlich die Aufsuchung der notwendigen 
Bedingungen för das Vorhandensein lauter regulärer Integrale bei den 
verschiedeneh Systemen linearer Differentialgleichungen, die uns seither 
begegnet sind, sowie die Frage nach dem Verhalten der Integrale der 
seither betrachteten Differentialgleichungen in der Umgebung einer Schnitt- 
stelle mehrerer singulärer Gebilde. 

Besohders interessante specielle Systeme linearer partieller Differen- 
tialgleichungen sind die Differéntialgleichungensysteme, welchen die hy- 
pergeometrischen Reihen mehrerer Veränderlichen genögen. Eine Reihe 
dieser Art ist z. B. 

/''(aj, ,...,«„) = r'^A, A. a;}' • . . xi", a a.=o,...«) 



n(a^, Va\h + . . . + UanXn) 



(a=.l,...,p;^-l,...,<r) 
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wobei die Bezeichnung 

(a , m) = a{a + i) . . . {a -^ m — i) 
gebraucht ist und 

^^al ? • • • > ^'an 
t;^! , . . . , V^q^^ 

ganze positive Zahlen von der Art sind, dass 

% 

a a ii (i 

ist. Es Iftsst sich nachweisen, dass diese Reihe in einem gewissen Be- 
reiche von endlicher Ausdehnung convergiert, und dass sie, falls der 
Nenner von A^^x^ die Factoren (i , A,) , . . . , (i , A„) enthält, einem Sy- 
stem linearer partieller Dififerentialgleichungen von der Form 

"^ i!_ — 






= o 



C'') 3«l ... 5», 

(i = l, ...,n;»»| + .. .+»'1,^/1) 



genögt, wo ai|J..,,, , &i;^..,,. ganze Functionen^ der a^ und ft^ sind. 

Es bietet sich hier die Aufgabe dar, die Theorie der Reihenentwick- 
lung der Integrale eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen 
in einer solchen Form darzustellen, dass sie auf die DiflFerentialgleichungen- 
systeme der hypergeometrischen Reihen angewandt werden känn. Die aus 
der oben eingeftthrten Reihe hervorgehenden Functionen sind im Falle 
n = I als höhere hypergeometrische Functionen von den Herren Thom^: 
(Math. Ann. Bd. 2), Goursat (Ann. de TEc. norm. 1883) und Pocii- 
HAMMEii (Crelles Journal Bd. 102) untersucht worden. 

Rehbach (Hessen), Mai 1888. 
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SUR LE PROBLÉME DE LA ROTATION 
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN.POINT FIXE' 

SOPHIE KOWALEVSKI 

& STOCKHOLM. 



Le probléme de la rotation d'un corps solide pesant autour d'un 
point fixe peut se ramener, comme on sait, a rintégration du systéme 
d'équations dififérentielles suivant: 

A^=={B-a)qr + Mffiy.r" - ^r'), !•= rf-gr'\ 

(i) B^={C-Ä)rp + Mg{zj-x,r'), ^ = pf'-rr, 

" dv dy 

^ j^ = (^ — J^)P9 + My^^of — ya\ 5^ = ?^ — ^• 

Les constantes A ^ B ^ C y Mg y x^^y^^ z^ qui figurent dans ces équa- 
tions ont la signification suivante. 

Ay B^C sont les axes principaux de Tellipsolde d'inertie du corps 
considéré, relativement au point fixe. 

M est la masse du corps; 

g Tintensité de la force de gravité; 

' Cc mémoire est le resumé dun travail auquel TAcadémie des Sciences de Paris, 
dans sa séance soleonelle du 24 décembre 1888, a décerné le prix Bordin élevé de 3^^^ 
ä 5000 francs. 

Aeta mathematiea. 1?. Imprimö le 22 janvier 1889. 23 
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^^0 > ^0 j -^0 ^®^ coordonnées du cent re de gra vite du corps considéré 
dans un systéine de coordonnées, dont Torigine est au point fixe et dont 
la direction colncide avec celle des axes principaux de Tellipsolde d'inertie. 

Jusqu*ä present on n'était parvenu a intégrer ces équations que dans 
deux cas particuliers: 

1 ) Le cas de Poisson (ou d'EuLER) oii Ton a a?^ = y^ = ^^ = o, 

2) Le cas de Lagrange ou Ton a A = B , x^ =^ y^ = o. 

Dans ces deux cas Tintégration sopére a Taide des fonctions S{u) 
dont Targument est une fonction entiére linéaire du temps. 

Les six quantités p 9 q , r j j' y f y f sont dans ces deux cas des fonc* 
tions uniform es du temps, n'ayant d'autres singularités que des pöles pour 
toutes les valeurs finies de la variable. 

Les intégrales des équations diflférentielles considérées conservent-elles 
cette propriété dans le cas general? 

Si tel était le cas il faudrait pouvoir intégrer ces équations dififé- 
rentielles a Taide de series de la forme 



(2) 



T = <"""(/; + u + W" + • 






ou Wj , n, , ng , Wj , Wj , m^ désignent des nombres entiers positifs, et ces 
series, pour pouvoir représenter le systéme general d'intégrales des équa- 
tions diflférentielles considérées, devraient contenir (Ånq constantes ar- 
l)itraire8. 

Il faut donc examiner si une pareille integration est possible. 

On s^assure facilement, en comparant les exposants des premiers 
ternies dans les membres gauches et dans les membres droits des équa- 
tions considérées que Ton doit avoir 



w, 



/?, — W3 



m^ --^^ »/g ==in^,=-- 2. 
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On trouve ensuite, en posant par briéveté 



A,=B — C, 



B^==C — A, 



C^^Ä — B 



et en supposant l'unité de longueur choisie de maniére a ce que Ton ait 
Mg == I , que les coefficients p^, %, r^ doivent satisfaire aux équations 
suivantes 



•^Po --= A%U + vA 



h9^ 



(I ' 



(3) — Bq^ = i?,r„/), + zj^ — :r,A„ 



2/0 = '0.^0 — %K 
2Z/«=Mo — ''o/*. 
2*0=^0/0 —^0^0- 



Pour que les trois derniéres de ces équations puissent étre satisfaites par 
des valeurs de /© > //o > ^^ diflférentes de zéro, il faut que le déterininant 



)\ 



)\ 



Po 



'Jo — Po 



= 2{4+pl + gl + rl) 



soit nul. 

Si Ton ajoute les trois premiéres des équations (3) apres les avoir 
multipliées respectivement par Äp^y Bq^ y Gr^, on trouve 



(4) 



AY, + BY, + C'rl 



inais des trois derniéres des équations (3) il résulte 

2 {BqA — ^U9^) = pMp/o + %5'o + <^>o''o) — 
(5) 2 (CV/, —Ap^\) = q,{ApX + Bg,g, + C»-,Äj — 



foiM + Bql + CY^, 



-g^{Apl + Bql + Url), 
2{Ap,g,- BqJ,) = r,{ApX + Bq,g, + Cr,\)-h,{Apl + Bql + CrJ). 

Les six quantités p , q , r , y , f , f" devant satisfaire aux deux relations 
algébriques 

Ap' + Bq' + Cr' = 2 {x,r + yj' + ^,f) + h, 

Ax.p + Bg,q + Cz.r = I, 
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/ et l^ désignant des constantes d'intégration, il faut que Ton ait 
Il résulte donc des équations (4) et (5) 

m 

Il faut maintenant distiiiguer deux cas. 

i' cas. Supposons qu^aucune des quantités 

A^==B — C\ B^=C—A, C\=A — B 

ne soit nulle. Si Ton pose alors 

lipl + ql + rl)^>,„ 
'-{Apl+Bql + CrD^X, 

i (^ Vo + BV? + C'Vi) = A„ 
on a 

-^Po- — 



BOX, ■ 


-{B + C)X + X, 




B A 


CAÅ, 


-(0 + A)X + X, 




C, A,. 


ABX, 


-(A + tt)X + X, 



-,qi- 






Or nous avons trouvé 

I 



; — 2 / -^ --)^ 



2 
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On a donc 

. 4«C' + 2{B + C)Å + i' _ {2B + >i)(2C' + Å) 

^•~~ B, c. ~ JB,C, "' 

, 40 A + 2{G + A)Å + X' (20 + Å){2A + Å) 



(6) gl = 



0^A^ 0^A^ 



, ^ 4AB + 2{A + B) Å +_^ ^ (2X + Å){2B + Å) 
*■•- ^.B. -" - A,B, 

Si Ton ajoute les trois premiéres des équations (3) apres les avoir mul- 
tipliées respectivement par x^^y^y z^y on trouve 

(7) x^iM + A'io^'o) + yo(% + ^i^So) + -o{^\ + ^'i/>o?o) = o- 

Cette équation sert ä déterrniner la quantité X. 

Les trois quantités f^ j g^ y h^ doivent satisfaire aux trois équations 
suivantes ^ 

Pofo + 'Joffo + Uh =- o, 
d'oii Ton tire, en posant 

r 



« •'• * Å 



t 

(8) i/o = — BjoPo-^ 

r 

K = — ^\Po9o - • 

Les équations (6) et (7) détermiiient les quantités ^0 » 8'o ' *'o ^^ signe prés. 
Si l'on pose 



, /2A + Å j . /2F+7 . / 



2 + Å 

C. 
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en fixant le signe des quantités a , b , c d'une maniére arbitraire, on 
trouve que pour satisfaire a toutes les équations (3) il faut poser 

Po = *^S 

r^^ — ab. 

I/équation (7) peut donc étre écrite de la maniére suivante 

x.,{Ä + X)p, + y^{B + X)q, + z,{C + X)r^ -^ o 
ou bien 

x^{A + ))bc + ii^{B + >)ca — z',{C + /)ö6 = o. 

2^ COS. Supposons maintenant que Tune des trois quantités A^,B^,C^j 
(p. ex. Cj) soit égale ä zéro. (Dans ce cas on peut toujours aussi sup- 
poser y^ = o.) Pour satisfaire aux deux équations 

APofo + %ffo) + ^'^''o =0» 

Pofo + ^of/o + f'oK =- o, 

il faut nécessaireinent que Ton ait . 

Les équations (3) adniettent donc deux systémes de solutions, qui 
peuvent s'écrire, en désignant par £ + i, 

I. 



II. 



^'0 ''•-A~2C 








f '^' 


% S//)„ 








. 2O 


'0 — 2£«, 








\ — 0. 


Po = O' 


/o 




— 


2^ 


«. — ««o 


?« — 2£t, 


ffo 


— 


0, 




^ 0, 


K 




ei 


2^ 


*. W«, 
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Les coefficients 

une fois determinés, on obtient les coefficients 

Pm > 9m y ^ m j fm 9 ffm > "m 

en résolvant le systéme d'équations linéaires suivantes 

(m — \)Ap'^ — A,{qor„, + ^'oO — ^offm + ?foK = Pm, 
(m ~ i)Bq„, — B,{roP^ + p^r^) —x^h„, + ^o/« = Qmj 
{ni— i) Cr^ — C, {p,q„, + q,p^„) — yj^ + x^g,^ = 22^, 

(m — 2)/;, — r^g^ + (7o*m — ^O^m + K^m = F^J 

{m— 2)g^ —PoK + rof„, —Kp^ + f^r^ = (?^, 

Les membres droits de ces équations sont des «fonctions entiéres des 
coefficients p^^ q^^r^^ f^^ g^^^ h,, dans lesquels Tindex /i < m. 
Afin que les series 

q=tr'YqJ-, f-^^r^^LgJ^ 

contiennent le nombre suffisant de constantes arbitraires il faut que le 
déterminant de ces équations linéaires, lequel est une fonction entiére du 
6™* degré en m, s'évanouisse pour cinq valeurs dififérentes de m égales 
ä des nombres entiers positifs. De plus il faut que les quantités P^, 
Qm7 I^m f Fm9 ^Tm 7 -^m soicut tcllcs quc Ics équatious précédentes soient 
compatibles entré elles. 

En effectuant les calculs je me suis assurée que ces conditions ne 
sont pas remplies dans le cas general ; mais que, outre les deux cas déjä 
connus, elles sont encore remplies dans un cas nouveau, oii les constantes 
satisfont aux équations suivantes 

A-B=^2C, ^, = 0. 

Cest ce cas-la que je me propose d'étudier dans les paragraphes suivants. 
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§ 2. 

Dans le cas que nous allons considérer, on a 



A = B = 2(J, 



<?, =- o. 



Par une rotation des axes de coordonnées dans le plan de xy et par un 
choix convenable de l'unité de longueur, on peut toujoiirs effectuer, que 
Ton ait de plus dans ce cas 



Si je pose alors 



% 



= o. 



r;= I. 



C'o == 



■%-^o' 



les équations dififérentielles que nous avons ä considérer sont les sui vantes: 



dp 



(O, 



-J- ■= YY 

dt ' 



da 
2 — =• = 
dt 



I»- — Cofy d = pr" 



df 
dt 



9r"- 



>r 



dr 

dt ~ ^'0'' 



dr 



n 



dt 



= Qr — pr 



Les trois intégrales algébriques du cas general, sont dans ce cas-ci: 



(2) 



2{pr + !7r') + 'r" = 2/, 



ji 



II i 



f + r + r'" = I- 



Outre ces trois intégrales algébriques on en trouve facilement encore une 
quatriéme. 

On a en effet (en pusant i — ^!— i ), 



d 



2 ;f^{p + 91) = — ri{p + gi) 



<'Jr", 



i. 
Jt 



(r + fi) = - ri(r + fi) + r"Kp + •?')• 
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Par conséquent 
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d_ 
dt 



\{p + 70' + <\(j + r'')! - - ri\{v + 7')' + '^oO- + r'i)V 



et de méme 



i[{p - 'pY + c^ir - M 



ri[{p — qiy + e^{r — r"i)\. 



d'ou il suit 



jja{{p + qiy + ^o(r + 'rOl + '^Wp - 70' + ''.ir- if)] = o, 



• A / 



et,, en integrant, 



(3) 



\{p + giy + c.ir + ir')\{{p - oiY + c,{r - if)] = /••', 



en désignant par k une constante reelle arbitraire. 
Posons 



x^= p — qi 



?/2 = r — r' 



^x={p + ?0^ + ^o(r + «y) = ^? + ^o?yn 

^2 =^ (P — yO' + ^o(r — 'V) = ^2 + ^0?/2- 



L*équation (3) 8'écrit alors 






Des équations (2) on tire les valeurs de r^r;-",;-"^ exprimées en aJpai^j,^,,^^; 

r' = 6/, — {x, + a:,)' + 6, + f„ 
(4) ^ <^o«r" = 2/co + a;,a?,(.r, + x^ — aJjfi — a?,^,, 

^rfa nmthfmatira. Itt. Imprlmé U A février 1889. 24 
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ou bien, en posant 
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a - 6/, — (.T, + x,)\ 



e 



c fy — k 



2 2 
1 2 ' 



(4') 



r' = d + c, + e., 



f^r'" = ^ + ^^'c, + .T[?,. 



Les quatre quantités x^ , r^ , q , c, satisfont donc aux deux relations ni 
gébriques suivantes 

^1^2 — « ? 



(5) 



(a + e, + C,)(^' + =r.]f, + .r?e,) — (iB - x,$, - .r,f,)' = o. 



Posons 



= ax\ + Sc^Brr, + (? = _ .r} + 6/,.t^ + 4/rvr; + cj — F, 
= da;^ + 2éS:r2 + S = — ;rj + 6/, j;^ + 4/(?„.r., + el — k\ 



R{x.,) 
R(x,) 

7?,(.-ri^,) = (5H? — é8* = — 6/,.T^'r» — (r-^ — k'){x, + x,)" 

— 4/(?„(3-, + .'r,).-r,.r2 + 6/,(ri — F) — 4/V;i. 

Les éqiiations (5), développées, deviennent alofs' 



(5') 



B{x^)e, + R{x,)l, + «,Or.^J + Ä^%T,. ~'x.y = o. 



Pbsons de plus 



R{XiXi) = do*, .-»a + c8(.T, + iTj) + c2 = — ;r^3;;j + 6/,.r,jT, 



+ 2 /r „(:>;, + .T,) + rl — k''; 



on a alors Tidentité 



(6) 



R{x,)R{x,) - R{x,x,y = (:r. - r,)'7?,(r,.r,). 
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Posons : 



(7) W^ = {R,ia^,x,) + k\x, 



x,yY - 4k'It{x.,)R{x,) 



= \RM.^.) + n^. - ^JT - 4k^R{^,x,y + (.r, - ^,)'i^.o«^.J•JI 
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= {R,{x,,x;) - k\x^ - x,)r -^ 4k'R{x,x,y 
={R^{x^x^) — k\Xj—x^y — 2kR{x^x^yf\R^{x^x.^) — k\x^ — x.^y + 2kR{x^x.^)\. 

Vu que d'aprés Tidentité (6) on a 



k\x^ — x^y + 2kli{x^x.^) — jB,(.T,a;J 






(•'^1 — ^,) 



et de méme 






+ k 






+ k 



k\r.^ — x^y — 2A;ifi(.c,.r,) — /ij(j-,.rj 



= i:h — ^-i) 



Jf(■r.■e.)-^/K(a;.)v/«(■c.) 



— k 



Rix,X,) + yjl{{x,)yJR{x,) 



— A 



011 peut écrire 

(7') W^' = (:r.-X,)^ 



K(*.*,)-V'«(*JV/'(^J 



(*, — «,)' 



•A- 






(•<^. - «,)' 



X 



Je(a;,<.) + vtf(ie,)\/fl(a !.) 



+ /.: 



/''(ai,-e.) + \//»'(r,)\/7i:(.e .) 



— A 



et on a alors 



(8) 



fi=- 



?, = — 



2li{x,) 
2Ä(*,) 
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Au lieu des deux viiriablee a;, et x^ ititrodiiisoiiö irmintenant deux 
variables nouvelleö Sj et 5,, détinies par les cquutioiis 



(9) 



'''(■'■,■'■) -v 'fl ',)v'/f( »,) , 1 






5, et s, sont, commc on le voit, les deux raciiies de réquation algébrique 
du second degré 

(X, - x,)'(s - II,)'- Ii{V,){s - j;,) -i J!,(:r,.r,) -= o. 

On u ulors 

W' = (j;, — x^y{2s, —I,— it)(2«, — /, + k){2s, — /, — Ä-)(3«, — /, + A;}; 

ou bien, en posant 



(lo) W'= i6(a;, — j:,)V, —*,)(«,—*,)(*, — ^-»X*, — A",), 



(II) 



I ^' = ' %(»j'^ iL\/('. -^X',-^-.) — >/{»,- K)(\-K)]\-^ *'! 



Ktablissona inaintenant les équations différentielles, qui dcfinisseiit ces 
deux variables nouvelles 8, et s^ en fonction du temps. 
En posant 



{") 



II, - <•■' — <', + 3'!. 
S, = 4»; — 9,s, — i),, S, = 4sl — !i,s, - 
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on trouve 



\/'^. ^ Ä^ZTTT. \/H(^.) 



(«, — x^)* 



4 



yjR{x,j, 



_ A'(.f.)--{*.-^,) «■(*.) 

y/'"^* = ^—ZT' v'«(*,) + 



4 



(•*^i — ^«) 



0^1 — •««)' 



n/^^ÖO> 



(U) 






dx. 



+ 



,lx. 






Des équations diffcrentielles (i) il suit, vu que x^ =p-\-<ji, et a;, =^ — qi, 



('4) 



Par conséquent 



1 






- 4(^)'= >*^? + 2/T.r"^. + «2r"'^ 



ou bien, en écrivant au lieii de r^ , c^rf y clf'^ leurs valeurs, détinies 
par les équations (4'), 



dx. 



= R{x,) + {x^ .- r.,)%. 



De la inémc inaniére on trouve 



et 



-4(%) = Ä(^J + 0r,-x,rc^ 



"^ iii? • '7? "" '"'•^''*^» + '■Cor"(''i + •'■») + <-or 



.» ^" » 



= x,x,{a + c, + c,) + {J>, + .c,)(^ — a;,c, — j;,^,) + e + a??^, + ^?^, 
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En élevaiit au carré les deux meiiibres de la preiuiére des cquations (13), 
on trouve 



^\S\ \dtj lU^.Adt f U{^',)\diJ ^w^ 



8 



dx^ dx^ 



))Jli{x,)^it ^^^ 



= ^ + ('. - -.)'(«fe + 3fe) - ^ ^ 



«K*.) 



)v/«(«.) 



ou bieii, par suitc des équations (5'), 



I ih. 



'^\)/S, dt 



__ //(■«,).//(■«,) + U(jc,xy — 2H{x,X,)y/R{x,)y/K(x,) — k\x, - ^J« 






i/(.T,)W(*J 

[/f(.r..>g — v/<(.r.)v'ya.g, ) I ■-• , 

/^ 



_ . K --^0' /^'•(■«,-«,) - V/.'(*,)V''''(',) 



li{x,)R{x^)\ 



2(*. -^.r 



-J^)( 



H{x,x,) — ^IUx,\li(x,) 
2(r, --*,)= 



+ H 



Ma is on a 



c v 






Par conséquent 



• /''»A' (". -/'•.)(*. — ^) 



.s, v dl ) 



(«. - ".)' 



Posoiis 



i{,(,s.) ^. _.S(.s _/,,)(, _Ä-,) ^ _4(«_e.)(.s-<g(.s-«J(«-/.-,)(.v-/g; 



on a alors 



ds. 



dt 



v/^(^) '^'-^ 
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On trouve tout a fait de la méme maniére 



da^ dt 



Dou il snit 

ds. , ds^ 
^'^^ .d. .ds 

B.^[s) étant un polynome du cinquiéme degré, et les racines de Téqua- 
tion i2j(s) = o étant toutes différentes entré elles, les équations diffé- 
rentielles (15) nous eonduisent aux fonctions ultraelliptiques, ou autre- 
inent dit, aux fonctions de M. Rosenhain. 

Cherchons d'abord les expressions des six quantités Pyq^T^yjfjy" ex- 
priinées a laide des deux quantités s^ et s^. Nous y arri verons ä Taide 
de formules, que j'emprunte a un cours inédit de M. Weiersthass sur 
les fonctions elliptiques, et dont une partie se trouvent aussi développées 
dans le Traité des fonctions elliptiques etc. de M. Halphkn et dans les 
Formeln und Léhrsätze etc. de M. Schwahtz. 



§ 3. 

Soit 

n[x) -= Ax* + 4Rt' + öCrr* + ^T¥x + A' 

un polynome du quatriéme degré de la yariable x. Les coefficients 
ÄjB^CjB\A' sont des constantes, assujetties a la condition que B{x) n*ait 
point de diviseur quadratique. Soit w une seconde variable, liée a x par 
Téquation différentiellc 

(i) du = 



sjR{x) 



La relation la plus générale entré n et x peut étre exprimée de la ma- 
niére suivanto. 
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Posons 



(2) 



fl, = AA' — 4BB' + Z('', 

fl, = ACA' + 2BCB' — AB' B' — A' BB — C\ 

I) = B^ — AC, E = A^R — zABC + 2/?="; 



on a alors 



(3) 



/Dy I) hP 



Nous désignerons par v^(m) la fonction ^{Uyff^^g^)^ et par ^(w) la 
fonction 97 (w,, 9,, — //g). ^ En vertu de Téquation (3) on peiit définir un 
argument w tel, que, le signe de y/T étant fixé arbitrairement, les 
deux équations 



(4) 



if}{tv) --, 



V>'("') == 



K 



A Ja 



aient lien simultanéinent. Posons 



B 



<f,,(M) = 7 H = ~- - 



A ^ JA 



6' (11 — w) 6'( v) 6'(w) 
6(?e — %v) ö(t/). ^{w) 



L'expregRion la plus générale de x en fonction de w est alors 



(6) 

ou u^ désignc une 



constante arbitrairc. (Pour w = w^ , rr === co et 



Fo(— «' + ^^) = f o(«*)» Fo ('^ + '^) = f o (— W + ^) 



* Voir Halphen, Trart^ (fes fonctions ellipiiques. 

SrHWARTZ, Formeln und Lehrsäfze zum Oehrnuche der elliptischen Fuvdiotieft. 
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et par conséquent, si Ton pose 
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(8) .(. , .) - 4u + ^) ^ -I + -^|i' {u _^) -::(« + '^ + :-(.) 






K?) ,.<'■•(") 



+ r 






jr(w , w) est une fonction paire de ««. 

Les équations (4) subsistent sans changement, si l'on ajoute a w 
une période qnelconque de la fonction p{u). Si nous désignons par con- 
séquent par {20} , 20)') une paire qudconque de périodes primitives de la 
fonction p{u)j et si de toutes les valeurs de w (en nombre infini) qui 
satisfont aux équations (4), nous fixons une arbitrairement, les quatre ox- 
pressions 

jr(w , w) , ^{U , tv + 2&) , ^{u , W '■\' 2ft> + 2Ä') , ^{U , W' + 2&) 

représenteront quatre fonctions paires, différentes de w, qui toutes, rnises 
ä la place de .r, satisfont a Téquation différentielle (i). En effet si 2iJ 
et 2 0" sont deux périodes quclconques de la fonction p{u)j il résulte 
de Téquation (8) 



(9) 



Pour que Téquation 



fr(w , w + 2i2) = jr(?/ + J2 , w) 
fr (w , if' + 2 £?') = jr (w + fi' , w). 



<f{u , ?i? + 2ii) = jr(w , ti? + 2ii') 

puisse subsister pour toutes les valeurs de w, il faut donc que Ton ait 

<f{u + il,w) = (f{u + i2', tv), 
(f(ii + if' — Q j tv) = ipiti , ?(;), 

c'est a diro i2' — Q doit étro uno période de la fonction (f{ti) et par 
conséquent, (en vue de la derniére des équations (8)) i2' — Q doit étre 
aussi une période de {pu. 

Acta mathematiea. 13. Iroprimé le C férrier 188i». 25 
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Si tel n'eat pas le cag, les deux fonctione jr (u , (c + 2 i2) et f (« , w + 2 JZ*} 
ne sont- pas identiques, On en cpnclut donc que les quatre fonctions- 



j.'(m , w) , f(M , W + 2(m) , 5r(« , tv + 2(7» + 2A') .(."(», W + 2(«'), 

sont toutes les quatre ditférentes entré elles. 

Mais il n'existe eii tout que quatre fonctions paires de «, qui, mises 
il la place de x, satisfont k Téqutition diflFérentielle (1); ces quatre fonc- 
tione se distinguent par la, que pour « = o cViacune d'elle devieiit égale 
ä Tune des quatre racines de Téquation 

R{x) = o. 

Ces quatre fonctions doivent donc étre identiques avoc les quatre fonc- 
tions puires préeitées, et, en vertu des équatioiis (9} on peut aussi les 
écrire de la jnaniére suivante: 

f (a , w) , ^{tt + iö , w) , ^{u + ot + iu' , w) , jr (?t + w', w). 

Si nous posens 

a = ^{o , w), a^ = jf(öj , w) = y{o , w + 2ä), 

o, = f'(ö» + w', W) = f (o , )() + 2Ä + 2<'}'), 

Oj = jr{&', w) = jr(o , w + 2w'). 

les quatre quantités a , a^ , a^ , a^ représentent les 4 racines différentes de 
Téquation R{x) = o et Ton a 



r + 2,/j .(!?'l' "■ A+^^A 



/'(■; + " ^ 



'■(-:) 
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En posaiit p{(b) = e^ , ^(ä + w)=e^ , p{(o') =^3, les relations suivantes 
ont lieu pour chäque valeur de Targument w, 

^\2/ (e. — 63)6,1^ + K — Ci)<^,^ + (ö| — ^)<^s^* ' 
. (1' \ ^ — 2(g» " gs)(g« — g,)(g| — gj ^^ 



K") 



2 K —^%)<^t'^^^y*' + (^ — ^)<^8'^<^l'^ + (e, ~ 63)6,7(63 ^ 
<Su[(e3 — 03)6, It + K — ^)<^,'«* + (ö, — ^)<^s^'] 



<^^n + 63U + 63 It 1 

6u 



On a de plus 



6(11;) V /I ^1' 6(«;) \ A ^2' 6(w) 



V /I ^" 6(«;) "" V ^ ^^' 6(m;) ~\ A 



e^. 



Pour chaque valeur déterminée de m;, les signes cörrespond^nts des ra- 
<)ines carrées dans ces formules sont aussi parfaitement déterminés^ et 
Ton a 

Eji vertu de ces formules, on a donc 

K — «.)y j — «i + («» - «i)v 7 — «» + (*■' — ^) V J ~ *» 






— 2(e, — e,)(e, — e.(e, — e,) 



(«. ~^»^v j~*' + K— ^jy/j— «. + c^"! — *«Vj 



. ^^"(!) 



j_!iw _L!t/£r7+v/5Z7+v/^-c 



* Voir ScHWARZ, Formeln tnid Lehrsätze: 
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Par conséquent la racine a de Téquation i2(^) = o, correspondantc a la 

valeur particuliére de iv que nous avons choisie, est donnée par la for- 
mule: 



a = 



6{7V) 



—'i-Wi-W^. 



c, + 



Vt-'.^ 



Si lon pose 



, ^,(wy+6,{w)+(i,{w) /D iD II)' 

= (^2 — ^)\/j — ^1 + (^3 — ^'JV J — ^^. + (^1 — ^y) v 7 — ^. ' 



k 



6{w) 



= {el — e^yj — <^i + (^3 — ^^i) v j — e, + (q — ^'')\/ 7|- — ^3^ 



on a donc 



a = 



B 
A 



y/Ä 



if{u j tv) = j- = ^ 



2^ 

r 



h 



2 (c, — (J3)(t!, — (i, )(0, — c,) 



li^(pn + A, 



En posant 



O) = O) 



p 



A + Co = (0.^, 



Oi' = O)., 
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et en désiguant par I ^ /x^v les noinbres 1,2,3 ^^"^ "'^ ordre quel- 
conquc, on a les formules 



6>.(tt + 2mi) 


6a 


tt 


6(« + 2(0)) 
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> 


6a ('*t + 2wi,) 




6a " 


6(n + 2io.) 




6h 


6x(tt + 2w,) 




6a w 


6(n + 2(0v) 




6» 



On obtient donc, en écrivant dans les fonnulcs préccdentes, w + 2f£>p 
m; + 2a>j ; te; + 20)^,^ a la place de iv et en posant 

,, _ 6^( w) — 6,(m?) — 63( ii;) 

6(ti;) 

,, _ (^ — <^H)<^,(^g) — K — g ,)<^t( >e^) — (t>, -- c^)<^:,( w) 

, , _ (ej — ej)6,( w) — {el — eJ)6,(M;) — (cJ — cj)6.,(w) 
^ 6(ti;) 

/// _ — 6,(7/;) + <S,(t<y) — 6,( ?<;) 
''^ - 6Öiö ' 

/ v ,,, — (c, — e,)6,(t(;) + (tf, — e^)(^^iw) - (^j, — (^,) 63(i(;) 
(14) ^ ^^(^i^) ' 

, - {e\ ^ é;^)6,( re;) + (g; - er)6,(9i;) - (c{ - e;)6,(ii;) 

''•-^ "^ 6(ti;) 

I /;/ _ — 6,(i(;) — 6,(t<;) + <S,(t(;) 
''•* "~ 6(ti;) 

Il — _ — , 

6(11;) 

i^n, — W — öj)6|( w) — (ej — ej);6,(u;) + (ej — cl)^:,{w) 
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les forinules sui vantes 



a 



B 
Ä 



jr(«, iv)-^—~ ^- 



B^ 



h. 






i.' y. 



1 



/^iV^^ + *t 



a. 



B_ 
A 



K 



\^ 



t 



(15) 



^(,.+ ^^,,)..___^_ 



7i 



K 



2 («, — c,)(c, --«,)('•, —C.) 



/t', (,.;« + Aj 



ii 






f (m + (o.^ , w)=^ — 



B 
1 



'« 



2 (<?, — CJK — C,X^ — C,) 



./^ 



h[' ^ni + Ä,' 






"»^-J-T-r' 






'O 



2 (e, — e,)(<', — e, )(c, — e,) 



.M 



yU 



K\)u + h'^' 



De cette inaniére on obtient les quatre fonctions paires de w, qui satisfont a 
réquation différentielle -=- = \/R{x)y de méme que les racines corres- 

CvXv 

pondaiites de Téquation R{x) = o, c'é8t ä dire les valeurs que chacuue de 
ces quatre fonctions prend pour w = o, exprimées en fonctions rationelles 
des quantités sui vantes: 



1 



yjA 6(w) 



ö.(^^)_4/^ 



6{w) 



-Vi-'^' 



ö(w) 



^V'? 



'a • 



Jusqu^a present nous n'avons assujetti les constantes A ^ B y C j B' , A' 
(les coefificients de B{x)) a aucune condition; supposons maintenant que 
tous ces coefficients sont réels. — Il y a toujours dans ce cas des va- 
leurs reelles positives de u qui satisfont a Féquation ^'(w) = o; designens 
par w la plus petite de toutes ces valeurs. De méme Téquation p'(w)=^o 
peut étre satisfaite par des valeurs reelles positives de u et nous dé- 
signerons par & la plus petite de ces dernicres. 
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Il faut a present distinguer deux cas: 

I. La quantité g\ — 2 7,9! est positive. 
Posons dans ee cas 

öij = ft>, o)^ = O) -\- (oi, CO., ^^ o)}j 

Les quantités c, , é?.^ , ö.j, qiii représcntent les racines de Téquation 

4'"^' — ff,s — f/, = o. 
sont dans ce cas toutes trois reelles, et Ton a 

e, >e^ >e^,; 

(2a>j , 2ö>g) est une paire de périodes primitives de la fonetion ij{t(). 

II. La quantité ffl — 27/73 est negative. 
Posons dans ce cas 



m 

€0 — (bi CO + (bi 

0)^=-— , W^ = (0, (0,= — - — , 

(2a>j , 2a>3) représente dans ce cas aussi^une paire de périodes primi- 
tives de la fonction ^y{u)y inais e^ et e^ sont dans ce cas des quantités 
imaginaires, conjuguées, tandis que e, = — {e^ + ^3) ^^t réel. La quan- 
tité -^—. — - est positive. 

Si nous convenons de donner a y/Z sa valeur positive dans le cas 
011 Ä est positif, et de designer par cette racine le produit de i par une 
quantité positive, dans le cas ou A est négatif, on peut dans les deux 
cas déterminer de la maniére suivante une valeur de tv satisfaisant aux 
équations 

Les équations ^ 
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D 



nous font voir que dans le cas I, si -4 > o, -^ doit étre contenu soit dans 



Tintervalle (e, . . . co), soit dans Tintervalle (Ö3 . . . e^\ si -4 < o , — appar- 

tiendra soit a rintervallc ( — 00 . . . cj soit a Tintervalle {e^ . . . cj. Dans 

le cas TI, au contraire, t- doit étre contenu soit dans rintervallc {e^,..oo\ 

soit dans Tintervalle ( — 00 . . . e^. 

Désignons par (a . . . ft) une quantité contenue dans Tintervalle reelle , 
(a . . . h)j par ( + ) et ( — ) des quantités positives ou negatives respective- 
mont et par s une quantité reelle satisfaisant a la condition 



o < £ < I. 



On a dans le cas I 



(O 



(4) 



^{2Ba}) = (co . . . ^j). 



^'(2eo}) — 



(2) ^[o) + 2SA/) ^ (Cj . . . f?J, ^y{lO + 2£(7)i) = 



(3) (f^{2so) + (7}i) = (63... ^J, s*/{2so) + d}i) 



^(2S(oi) =^ ( — CO . . . e^). 



^'{2Z&l) ^ 



(-) 






(+) 



o 



(-) 



o 



(+)'• 



SI 



» 



SI 



» 



SI 



» 



Si 



)> 



I 



» s = - 



I 

'>2 



I 



)) £ = - 



1 
>2 



I 

^<2 



)) £ r= O 



I 

^>2 



I 

'<2 



I 

s = - 

2 



I 
^^>2 
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Dans chacun de ces quatre cas, si Ton fait croitre s d'une maniére 
continue de o a -, la fonction p{u) parcourt tout Tintervalle indiqué; 
en croissant continuelleinent dans le 3"* et dans le 4"* cas, en diminuant 



I . 



dans le i*' et dans le 2°"*. Si Ton fait varier ensuite e de - ju8qu'a i, 
^(w) parcourt dans chaque cas le méme intervalle qu'auparavant, mais 
dans le sens contraire. A deux valeurs de e, a égale distance de -, cor- 

Ju 

respondent les mémes valeurs de p{u), mais des valeurs contraires de ^'(«). 
Dans le cas II on a 



(5) 



^(266)) = (4- 00 . . . C,), P'{2SQ>) = 



(6) 



p{26m) = ( — CO . . . e^\ p\2son) = 






I 

' 2 



(+), y> s>-. 



(— )e, si e <-y 

I 
o , y> s = - f 



D*aprés ces formules, on peut définir une quantité tv, satisfaasant aux 
équations 



D 



p{u;) =-T, p\w) = 



E 



AyjÅ 



de la maniére sui vante: 

I. gl — 2 ygl est posUif. 



D 



i) Si -4 est positif et -j appartient a Tintervalle {-\- 00 , , . e.) on 
peut poser 



W = 2Sö> (o < £ < i), 



en remarquant que 



e ^ -, selon que E ^o. 



Aetm matlummtiem, 13. Imprimé le 6 féTrier 1889. 
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D 

2) Si A est négatif et -r se trouve dans rintervalle ( — co...e,), 

on peut poser 

w = 2swi (o < c < i), 

et Ton a 

e ^ ' , selon que E ^ o. 

3) Si A est positify mais -j se trouve dans Tintervalle (0, . . . e^) on 

peut poser 

w; = 2eö> + ^* (o^^ < O» 

et Ton a 

e ^ - , selon que E ^ o. 

4) Si -4 est négatif et — appartient a Tintervalle (Cj . . . e^) on peut 
poser 

et Ton a 

e ^ - , selon que jB ^ o. 

II. ^3 — 2 7ffl est une quantité negative. 

5) Si A est positify — appartient a Tintervalle (ö, . . . co) et ron 

peut poser 

w = 2e(o {o <e < i), 



s étant ^ - , selon que E^o. 



6) Si A est négatify -j se trouve dans Tintervalle ( — cx)..,6,) et 

Ton peut poser 

w = 2sm (o < e < i), 



e étant ^ - , selon que E ^ o. 



Sur lo probléme de la rotation d^an corps solide autour d'uD point fixe. 203 

Les cas i) et 2) «e présentent loreque toutes les quatre racines de , 
TequatioD B{x) = o sont reelles. 

Les cas 3) et 4) ont lieu si tous ces racines sont imaginaires. 

Enfin on a les cas 5) et 6) lorsque deux racines sont reelles et les 
deux autres imaginaires conjuguées. 

Dans le cas i) les quantités -j- — ^i'T"~^3'T — ^3 ^^^^ toutes 

trois reelles et positives; dans le cas 2) elles sont reelles et negatives; 
par conséquenty en vertu des équations (14) les quantités 



*f 1 /// 



Än Äa Än Ä 



sont dans les deux cas reelles. 

Dans le cas 3) les quantités — — ^1 > t — ^2 ^^^* negatives, tandis 

que -j — 63 est positif ; par conséquent 



I /o 

sont des quantités imaginaires, tandis que 77 y -7 — ^3 ^st une quantité 
reelle. 

Les quantités -7^ , -= , -= , --== sont donc des quantités complexes. 

\A yj A yjA \JA 

Les quantités a et a,, ainsi que a^ et a, sont dans ce cas-ci des quantités 
complexes conjuguées. 

Dans le cas 4) les quantités — — e, , -j — e^ sont positives, tandis 



A 
que -j — e, est négatif ; par conséquent 



_ est réel, mais — — , _ sont imasinaires 

v/J v^ ' V^ ^ 



—^ , -^ , -^ , -= sont des quantités complexes. 
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Les racines a et a^, ainsi que a, et a^ sont des quantités coinplexes 
conjuguées. 

Dans le oas S) -j — ^j est positif, -j — ^i ' T — ^s ^^' ^^. V^^^' 

tités complexes conjuguées. Les fonctions -^ , -^-- prennent pour, des 

valeurs reelles de u des valeurs coinplexes conjuguées, de maniére que 
si u et u' sont des valeurs complexes conjuguées, les valeurs corres- 
pondantes 

sont aussi des quantités complexes conjuguées. 

Dans le cas 5), aussi bien que dans le cas 6), les , quantités 

I 6jM; i • 6, ti; 

sont des quantités complexes conjugués^ tandis que 

I <S,m; 



yJA öm; 

est une quantité reelle. 

Les quantités a et a^ sont donc reelles dans les cas 5) et 6), mais a^ 
et ^3 sont complexes et conjuguées. 

Il résulte donc de la discussion précédente que, pour des valeurs 
reelles de Uy les fonctions 

• 

sont toutes reelles dans le cas i) et 2) et toutes imaginaires, dans le 
cas 3) et 4). Il est ä remarquer que dans le cas 3) la premiére et 
la troisiéme de méme que la seconde et la quatriéme de ces fonctions 
sont des quantités imaginaires conjuguées; dans le cas 4) ce sont au 
contraire la premiére et la seconde, de méme que la 3°*' et la 4"* de 
ces fonctions qui sont conjuguées. 

Dans les cas 5) et 6) la premiére et la troisiéme de ces fonctions 
sont reelles, tandis que la seconde et la 4™* sont imaginaires et conjuguées. 
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§ 4- 

Pour pouvoir appliquer les formules du paragraphe précédent au 
cas qui nous occupe il faut commencer par la discussion des racines 
de Téquation 

R(^x) = — X* + 6IiX^ -fl 4Colx + cl — k\ = o. 
Posons 

En general y si 

R{x) = Ax' + 4Bx^ + 6Cx^ + 4B'x + A' 
et que Ton pose 

g, = AÄ' — 4BCB' + zC\ 

g, = ACA' + 2BCB' — AE' — A'B' — C*, 

4 

la condition de la réalité des racines de Téquation R{x) = o peut 
8'énoncer de la maniére sui vante. 

Si G = gl— 2ygl < o, Téquation B{x) = o a deux racines reelles 
et deux racines imaginaires conjuguées. 

Si G==gl-^ 2ygl> o, toutes les quatre racines sont reelles a Ifi fois 
ou toutes les' quatre imaginaires, conjuguées deux a deux. Le premier 
cas. a lieu, si Ton a en, plus 

B^ — AC>o,i2(B' — ACy — A'ff,>o. 

Mais si, gl — 2 yg] étant positif, Tune de ces derniéres quantités est nega- 
tive, toutes ks quatre racines de Téquation R{x) = o sont imaginaires. 
Appliquons ceci ä notre cas. On aura 

A = — i, B = o, C= I,, B' = le, = I,, A' = cl — k'= K, 

9z = — lx{K + ^) + ^, 
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B* — AC= /„ 1 2 (B» — JC)' — A'ff, = K + gP,, 
ffl —27ffl = i- *, + 3^)' - 27[- h{ko + ^?) +■ /J]' 



= — 27 



K-2h{k, + ii)n+^K{ko + 9i^' 



En vertu de Videntité 
les racines de Téquation quadratique en 2^ 



i^C/J) = n - 2h{K + r])il + i-jK{K + 9/?)' 



peuvent 8'écrire 






formules o\x nous supposerons le radical ( ^r -') positif, sMl est réel. 

Appliquant ces formules å la discusgion des racines de Téqufltion 
R{x) =:^ o^ on voit qu'il fa ut distinguer les cas suivants: 
. i^ /i > o , fto > o , — Ä-o + 3/? < o. 

Dans ce cas ZJ* et /i'* sont tous les deux imaginaires. Par oonséquent 
ö = — 2 7^(/J) est négatif pour toutes les valeurs reelles de Z^, et 
Téquation R{x) = o a deux racines reelles et deux racines imaginaires. 

2^ /| > o , A-o > o , — Ao + 3^ > o. 

/i* et /i'' sont positifg tous les deux et /J' > V^^. Alors si 

/J>/;» ou C>/J, 

on a ö < o et Téquation B[x) = o a encore deux racines reelles et 
deux racines imaginaires. Si au contraire 
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& est poftitify et, vu que Ton a aussi /i > o , Äo + 9^1 > o, leg quatre 
racines de Téquation B{x) = o sont reelles. 

3^ /i > o , *o < o ^ *o + 9^ > o. 

La racine /J* est positive, Tautre ij" negative. La qnantité 

G 27Q{Po) 

est negative, si /J > /J', et dans ce cas Téquation B{x) = o a quatre 
racines reelles. Si au contraire /J < /J', ^G est positif, et Téquation pro- 
posée n'a que deux racines reelles. 

4^. /i > o , jfco < o , Äo + 9^ < o. 

Comme dans le cas précédent G est positif pour 1] < ZJ', et négatif 
pour Pq > Iq\ S'il est négatif, Féquation jB(a:) = o a dans ce cas quatre 
racines imaginaires; s'il est positif elle a deux racines reelles et deux 
racines^ fmaginaires. 

5^ /j < o , Ä^ > o. 

K^ et Iq^ étant négatifs ou imaginaires, la quantité G = — 2yQ{ll) 
reste negative pour. toute valeur reelle de l^; Téquation E{x) ^ o a 
donc deux raeines reelles et deux racines imaginaires. 

6^ l^ <Oyk^ < o. 

Ce cas est tout a fait conforme au quatriéme. 

Resumé : 

L^équation R{x) = o a quatre racines reelles dans les deux cas 
sui vants: 



O /i > o , ÄTo > o , — fto + 3^ > o , ?i' > ^ > K'\ 



ou 



K' = ^(Ä, + i?) + (=-^y^')*' 
• K" - h (*. + ^) - (^^^^^7^)* 

2) /i > O , Ä;, < b , Äö + 9^ > O , ^ < Vt*. 

Les quatre racines de Téquation R{x) = o sont imaginaires dans les 
deux cas sumtntt: ' 

i) i, > o , Ao < o , Äo + 9? < o , ij < /J'. 

2) ?, < o , Ao < o , ^ < ^i*' 
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Enfin Téquation R{x) == o a deux racines reelles dans les cås-suivante: 



I) 

3) 
4) 
5) 
6) 



, > o , ÄJo > o , — Ao + 3^ < O, pour chaque valeur de /,. 
, > o , Å-, > o , — Äo + 3^? > o , /2 > ^i* ou bien /J < /;". 
, > o , Är, < o , A-o + 9/J > o , Z» > /;». 
1 > o , fto < o , Ä-o + 9/? < o , ZJ > /;'. 
, < o , Äo > o, pour chaque völeur de /,. 
, < o , Ä, < o , ZJ > /i'. 



§ 5. 

« . 

J'examinerai plus en détail le cas ou toutes les racines de Téquation 

B{x) = — x^ + 6lyX^ + /^Ic^x + ^0 — A* = o 

sont reelles. .^ 

En nous servant des mémes dénotations que dans le § 3, on a donc 
dans ce cas 

D 



w est purement imaginaire. 

6j , e, , Ö3 sont réels et Ton a 



Les quantités 



^1 > ^» > ^3 > 



^• 



t{w) = v'-('..+ ^). 1r{w) = v/-(/, + e,), 



6 



- {^) = v'- (^. + ^.) 



sont toutes les trois purement imaginaires, et il en est de méme des 
quantités 



6 



h = {el- el)^{w) + {el- e\)^{w) + (a? - e;)|(«;). 
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Le coefficient de x^ dans R{x) étant egal a — i, noUs poserons donc 
•dans ce oas, en désignant par E le produit (e^ — e^){e^ — e^){e^ — e^), 

p + qi =x, = J.K) = i{K+ j^^^y 

et Ton voit que x^ et x^ seront des quantités imaginaires conjuguées, si 
Wj et w, le sont. Posons 



u + vi u — vi 



u et f étant réels. 
On a alors 



f 
\ 

Il suit de ces fonnules, que 5^ et 5, sont tous les deuxdes quantités 
reelles, contenues entré les limites suivantes 

Pour exprimer les quantités ^^ et g au moyen de 5^ et s^ je me servirai 
des formules suivantes. 

On trouve a la page 50 de Touvrage cité de M. Schwarz les for- 
mules suivantes 

ö;i(ti;)(3(«i + t^ + w^)ö(w — v) 

==6;,(«i+M;)6;tW6A(^+«?)ö;,(t;)—(c;,— 6,0(6;^— ö,)6(w+ 

En faisant dans ces formules ti; = o et en donnant suecessivement a \ 
les valeurs 1,2,3 on trouve 

6(w -f t;) 6(w — i;) = öVöJi; — 6]u6\ 
6,(« + t;)6i(t« — i;) =^ 6Jt*6?i; — {e^ — e^){ei — Oö^wö^i;, 
6^{u + t;)63(w — v) = 6lu6lv + (öj — e^){e^ — ei)6^u6^Vy 
^fi^ + t;)63(w — t;) = 6lu6lv — (a, — C3)((?.^ — 63)6^/6^1;, 

Ada mathematiea. IS. Imprlmé le 8 février 1889. 27 
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ou bien, en remarquant que 

•• 

(olu = 6\u + (^1 — e^^^j 
<o\u = 6?w + (^1 — 63)6^^, 

6^{u + v) 6^{u — 1;) = 6J u6\ v + (cj— e^{e^— e^ 6*w6^i; + {e^ ■— e^{6'^u6\ v+6\ u&v)y 

Il suit de ces fonnules 

2 (^, — ^3)(^3 — ^i)(^i — ^JöVéV = {e^ — e,)6^{u + iOéi(w — v) 
+ (^3 — ^i)^2{^ + ^)^Å^ — v) + {e^ — e^)6^{u + v)6^{u — v), 

2 (^2 — ^3) ö? wéji; = (e, — C3) 6j (w + t;) éj (ti — t;) 
— K — ^i)^2(^ + ^Oö,(w — v) — (Cj — e^)6^{u + v)6^{u — v)y 

m 

I 

= {e^ — e^)<^{u 4- v)6{u — v) — 6^iu + v)6^{u — v) + 6g(w + v)6^{u — v), 

2(Cj — e^)6\u6^v " 
= — (Cj, — C3)é(w + t;)6(w — t;) — 6j(w + v) 6j(w — t;) + 63(«i + 1;) 63(w — v), 

d'oii Ton tire par division 

6jw __ / • w \ (g, — e,)<S(n + t;)6(u"— v) + 6^{u + t;)<S,(u — t;)--<S3(u + t;)6,(u— v) 

_ _ [e^ — e^)[e^- e^) (e,_gj(5^(^ + ^)^^^u — v) + {e^ — e,)6,(u + v)6,{u - v)+(ej — öJ63(w + t;)6,(w — v) 

et par consequent, vu que pu = -^ — h^i? 

E6(u + v)6{u —v) + (el — e?) 6, (u + v) 6, (^ — v) + (el —el) <S,(n + v) 6,(n —v) + (e? —gf) <S,(^ + f) <^,(n — v) 
^^ "" (6,-63)6^(1* + v)6,(w — v) + (63— e,)6,(w + t;)6,(M — v) + {e,—e^)6^(u + v)6^(u — v) 

—E6(u + 1;) 6(u— i;) + (e;— e;)6,(u + v)6^(u—v) + {el—e\)6^(u + v) 6^{u—v) + (e\—el)6^(u + t;)6,(u— v) 

^^ ~ (e, — «3)^i(^ + v)6^{u—v) + (e, — e,)6,(w + v)6^{u — v)+(e^ — e^)6^{u + v)6^(u-'V) 

En posant donc 



p _ 6a(u, + ^,)6a(u, — Vj _ 



(a-1,2,3) 
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on a 



(el - eDP, + (ej ~ e])P, + (e\ -'e^P, 






F(w.) — f>(«,) = 



— 2B 



(«, - «,)P. + («. - e,)l\ + («. - e,)P, ' 



J^(«*i)-F(«,) = — 



(0. - eM + ^«.) P. + (e. — g. )(«• +«.«.) P. + (e. — eM + e. «.) P. 

(e,-OP. + K-6.)P. + («.-e.)P. 



En portant ces expressions dans les formules 



«, + «, 



a;, —a?, 

^ 2% 



= i(h I ^ *i^^^^*' + ^^^«) + ^*« 



on trouve, apres quelques calculs^ 



p = — 



9 = 



L,P, + M,P, + N,P, 
LP, + MP, + NP, ' 

E^ 

LP, + JtfP, + NP, ' 



ou j'ai pose 






^ =(«.-«,)? 



^1 = («i 






^. =K-«,)!^Wl^ 



w 



4V 



tv 



w 



w 



W 



= *(«, — «s) A +«.» 



= («, — «i)n/('. + «.)(', + «.)' 
= («! — ^i)\lQ, + 6.)(^ + «.)• 
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Les quantités l^ + e^ , l^ + ^2 > ^ + ^s ^ont toutes les trois positives. 

Les quantités s^ — ^1 > ^1 — ^3 > ^1 — ^3 ^^"t aussi positives. 

Les quantités s^ — ^1 > ^2 — ^2 ? ^3 — ^3 ^^^^ ^^ contraire toutes les 
trois negatives. 

L y M j N j Pj , P^jP^ sont donc imaginaires. 

Zj , ilf j , iVj sont réels. 

On voit que p et q ont des valeurs reelles. 

Pour calculer la valeur de r je me sers de Téquation 



dp 



•En general, si Ton pose 



B{s) = B^{s — a,)(s — a,){s — o,)(s — a,){s — aj, 



»W, = ,- — — + , t 



^«: = ^ {du, - S,du,), 



»i — »t 



du.=J^+ '^'' 



VB(«,) ^/B(^j^ 



ds. 



- ^ {du, - s,du,), 



«, — ». 



Pa = yJCa{8^ — aa){s^ — ««) 



P.. = 



(^a^PaP^ 



^ «. — ». 



v/B(«i) 



v^fiC^) 



(»1 — a«)(«l — M («i — ««)(«! — »i») 



/a-0,...,4\ 
Iff-O Aj 



^a ^t ^o^ désignant des constantes quelconques, on trouve apres quelques 
calculs, 



dPa^ 1 



P.P 



y- Of 



P,P 



fiJTa^ 



CyCay 



dPa 



I 



OyP^Pafi a^PyPar 



aW, 2 (afi dy) 



C^Ca^ 



^Y^ay 



dPa^ I 



du. 



— - IlQCg^r^F^y 



aP 



du. 



^ = —-R.a,c.,P„P 



O^V «/5 « z' 



i ^^P^rP^ 

*> Cy Cfiy ^ Sy 
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Dans notre cas on a 

B{8) = — 4(5 — e^){s — e^){s ~ e.^){s — k^){s — fcj, JB, = — 4, 

/ 

dt = du^j o = du^. 
On trouve donc 

qdt LP, +MP, + NP, ' 

9 

-Pj» = , _. l\/»i — «.X», — *,X», — *.X». — «,)(», — «,) 



»1 —'* 



— \/(«i — «iX», — ».X». — «,)(«. — *.x«. — *,}» 



■Pi» = - _, Wc*! — «iX«i — *iX«, — *,x«, — e,X», — «,) 

— V'(»i — «.X». — «,X», — «,X», — *,X«, — *,)}> 



p.„= * 



U g 



I "1 

— V^K — «iX«, — e.X", — «,)(», — *.)(«, — *.)}• 

Comme nous Tavons vu plus haut, pour des valeurs reelles å&t,s^ et s, 
doivent étre contenus entré les limites suivantes 

Les quantités 

(», — e,)(s, — c,)(s, — e,) 
(s, — e,)(s, — e,)(s, — c,) 

sont donc positives, et les quantités 

(s, — e,)(s, — e,){s, — öj) 

(s, — e,)(s, — c,)(5,— e,) 
negatives. 
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Pour que r soit réel pour des valeurs reelles de i, il faut que P^j , P^, 
Pjj soient reelles; pour que cela ait lieu, il faut que le produit 

(^1 — K){^i — K) 

soit négatif, et que le produit 

{s,— k,){s, — k^) 
soit positif. 

Les constantes d'iritégration doivent doiic étre choisies de maniére ä 

satisfaire ä Tinégalité 

Ä/j ^ ^1 ^ rC^* 

s^ et s^ devront alors étre contenus entré les limites 

( /c. • • • o. • • . Vj I j v Q • • • ^q • . • *""" Oö I» 

Il nous reste ä calculer les valeurs de /^j /-', /'. 
On obtient f de Téquation 



ou 



^or" = - (4 + ^i») 



et Ton trouve & l'aide des formules de dififéren tia tion précitées 

"-»' ■ LP„ + MP., + J\rP.. ' 

les coefficients L, M , N, X,, M^, N^ ayant les mémes significations qu*au- 
paravant. 

La valeur de f peut étre calculée k Taide de Téquation 



dr 



Von trouve 



C^J^ = i, — ^-^ r^^-^ ^^^-.r^ 



JJ> \^ 



ilP, + il/p, + Nl\) 



^v 
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D'aprés les formules de différentiation précitées, Ton trouve 

(£P, + iifp, + np,){lI.^p,, + iif J^p.3 + nI-^p,,) 



- {LP,, + MP,, + NP,,)[lI.^P, + mI-^P, + i^|p, 



= R,{LP^ + MP, + NP,){LP,P, + MP,P, + NP,P,) 

(p p p p P P P P P P P P \ 

L e]-ei +^ ;•_;. " +-^ • :;_,; " ) 



«i — ^s 



I 7 -^18\M-* 12 •* 8-^28/ ^ /. •* 12\^3^28 -^1-^18/ 

+ MN(r,{PI -\-Pl)P,— Pn ^*^"Z^' —— ^xi ^'^e-^' ~) 

+ nl(^r,{pi + pi)p, - Pi /'^;;l^' ^- p„ ^•^;; I ,^' ^) 

Cette expression du nominateur de f peut étre un peu simplifiée de la 
maniére suivante. 

En désignant par a , /9, /- , ^, s les nombres 1,2,3,4,5 rangées 
dans iin ordre quelconque et en posant, comme nous Tavons fait, 



Pa — V(»|— «a)(«,— «a) > 






«i-^ 
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on trouve facilement les relations sui vantes: 



7> p p p p ^Y^ar PfiPgfi "p n 

V V "P "P P "« "g^ "y"/gy p p 

P p p p p ^fi-^Pr -PaPar p p 

<*a — <^fi 



P fp^ j^ pi\ p p ^fi^fir PgPar p Pa Pgfi — ^y J/?y 

= Pi>,P^ + P^,P^ + B,{a^ - a,yP,, 

é 

P fP^ -L. P^\P P y °^ P ^ P PfiP^ PaPar 

K,{P, + P,}P^ — P^ — — P^ 



c. 



dfi — Oj. '^' aa — dfi 

7? ^ P* _J_ P^^ P P ^g^g^ PyPfir p Pr Par PfiPgfi 

MK + P'f,)Pr-P^ ^^—^^ P^ ^JZI^T" 

= P^P„ + P^P^ + lJ«(fla — a^)'Pr 
Si Ton pose donc 

«i = ^v K = «4» 

flj = öj, ftj = ög, 

«3 = ^«' 

■ 

on trouve pour c^f Fexpression sui vante 

j _ i VPuP^^+ M^PuPt. + iV^P^P,» + MN[PuP,, + P»fi4 + (e,-e,yP,]+NUP,,P,, + P„Pu -^ (e,-e^yP.] -^ LM[PuPn + Pi.Pu + (g,-g«)'P t 
''""2 , iLP,+MP^ + NP,y 

Enfin on trouve la valeur de ;-, exprimée a Taide de s^ et de s,, 
a Taide de Téquation 
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En posant 

Li = (e' — cj) -^ {w) = i{el — el) y//, + e, , 

M, = {el — e?) ^ (w) =- i{el — el) y//, + e, , 

JV, = (ej — el) ^{tc) = i{e] — el)^l^ +«,, 
on trouve 



2C, 



v=_^Z I ^.P. + 3f.P. + A'. P. / LP.. + MP.. + iyP.. \' 

' ^'i T- /^2>^ + 3f p^ + jv^p^ \^ 2.P. + MP, + iyrp. ; " 



§ 6. 

Les six quantitéa i>,?,f, /-,/-',/'" une fois exprimées en fonctiona de 5j 
et de Sjj, on obtient sans peine Texpression de chaque fonction rationnelle 
symétrique de ces deux derniéres quantités, en fonction du temps, ä 
Faide de formules générales. 

J'emprunte les definitions suivantes, introduites dans Tanalyse par 
M. Weierstrass, au mémoire de M. Königsberger Zur Transformation 
der Abelschen Functionen (Journal för die reinc und angewandte 
Mathematik, Bd, 64). 

Soit 

R{x) = A^{x — a^){x — aj ... (a: — a,^) 

une fonction entiére de x du degré 2/>+ i; supposona que .4o)^o>^m — j^2/> 
soient toutes des quantités reelles et, si J^ > o, 

^0 > «l > • • • > ^2/,» 



maia si -^^ < o 



cIq < a^ < . . . < a^p. 



Soient u^ j . . . y Up p variablea, liées anx p variablcs rr, , . . . , r^ par les 

Aeta mathetnatlca^ 12. Imprimé le 3? janTlcr 1R89. 28 
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p équations suivantes, dans lesquelles F^{x^ ^ , . . , JP^[%) désignent dcfs 
fonctions entiéres de re d'un degré inférieur a />, 



X 

"'"j v'S(^) +••• v v/ 



{x)dx 






2/9-1 



Posons 



"2/? '»2^-1 

^ __ f Fa{x)dx .-^ _ (" Fa{x)dx 

I 

«^^i; = *^/*l + if^fx2 + • • • + iK^i,y 

en convenant de définir la racine carrée dans chacune de ces intégrales 
par la formule 

Définissons p variables nouvelles Vi ^ . . . , Vp par les équations 



Up = 2Kp^V^ + . . . + 2KppVp'. 



Supposons que ces équations, résolues par rapport a t^i , . . . , t;^, nous 
donnent 

^1 = G^ii^i + ... + Gp^Up, 



v, = G.,u, + . . . + G,,u 
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Posons . .; . • 

d'ou il suit Ta^ = r^a, et définissons la fonction ^{y^ . . . v^ comrae la 
somme de la serie infinie 

if\Vi . . . Vp) = Z^e\ ; 

la sommation, indiquée par le signe S, doit étre efFectuée de telle ma- 
niére, que chacune des p quantités Vi , . . . , v^ parcourt, indépendemment 
des autres, toute la serie des noiiibreé entiers de — oo jusqu'ä + oo. 
Gette fonction ^(vi,...,y^) satisfait aux deux équations suivantes: 

*(^l + Pi"^Vp+ pp) = »{v^ . . . Vp), 

Pi . . . Pp désignant des nombres entiers quelconques, et 

Inversement, ch^que fonction continue de Vj . . .-Vp satisfaisant a ces deux 
équations pour toutes les systémes de vaieurs Vi . . .Vp, doit nécessaire- 
ment étre égale a ^ {vi . . . Vp)y multipliée par une constante. 
Désignons par tii . . . rip des constantes arbitraires,. posons 

et (Icfiiiissons uiie iiouvelle fonction tf (vj . . . i;^ | n^ . . , n^) par Téquation 



Les quantités n^ . . . tip s'appellent les paramétres de cette nouvelle fonc- 
tion tf . S\ n[ . . .fip designen t un autre systéme de p constantes, et que 
Ton pose 

on a 

»{v, + T[...Vp+ T'p\ni...np) 
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Si les quantités n[ . . .n'^j m^ . . . m^ sont des nombres entiers, on a 

Hvi . . . vj Wi + w; . . . n^ + ^;) = &{vi . . . v^ I ni . . . w^), 



Posons de plus 



H^\ • • • f^p)x = *(vi + ^ ^wj . . . t;^ + ^mj 



I 



I 



- nV . . . - W^ (A-0,l,2,...,3/)) 



1 



2 P 



o\\ les nombres entiers m\ . . . mj , w} . . . nj sont définis par Téquation 



«A 



/ 



2'a(iB)dj! 



= m\K^, -\- . . . + m'^TC, + i{n\K, + «Jir;, + . . . + njÄ'J. 



00 



(On 8'assure facilement que chacun des nombres entiers m\ . , . mj est 
egal a o ou a — i ; et chacun des nombres entiers wj • . . n^ a o ou a 

+ i). 

En désignant ensuite par X et ji deux nombres diflFérents quelconques 

de la serie o , i , . . . , 2/>, définissons les nombres entiers mj . . . w^, 

n\ , . . n^p par les congruences 



K = ^'« + K 



,v ^A 



(mod 2) 



K=K + K) 

et de plus par la condition que chacun des nombres ml doit étre egal 
a o ou a — I, et chacun des nombres ni ä o ou a + i, et posons 



*(^i • . . vX. = *(^i + I ^n\ ...Vp + ^- m 



I 



I 






La relation entré les variables v^. . .v^ et x^* . . Xp peut alors étre ex- 
primée de la maniére suivante. 
Posons 

(p{x) = [x — x,). . .{x — Xp) 
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et désignons par s + i, selon que A^^O] on a alors 









sT^ 



(aA — a,») 



X. 



\/R{Xa) 



(«a — Ok){Xa — (^fi)<p\Xa) 



__ &{V^ . . . t;^)^(t?^ . . . Vp)kfi 



Nous avons supposé que toutes les racines de Téquation B{x) = o 
sont reelles. M. Henoch a montré dans sa dissertation inaugurale (Berlin 
1867) comment ces formules peuvent étre généralisées, pour le cas oii 
les racines de l'équation JR{x) =- o sont imaginaires. 



§ 7. 

Pour pouvoir appliquer les formules du paragraphe précédent au cas 
qui nous occupe, il faut ranger les cinq quantités reelles Ä^ , äj^ , c^ , c, , e^ 
par ordre de grandeur. 

Plusieurs cas peuvent se presenter ici. Le manque de temps 
in'empéche de les examiner tous en détail. Je me contenterai d'effectuer 
tous les calculs pour le cas oii Ton a entré les constantes d'intégration 
les inégalités suivantes 

\ >k>c,>o,l' <^^^. 
Dans ce cas, si Ton écrit 



45 



3 



-g,s-ff, = 4{s + h){s-^±±J^ 



Co 




/i - y/c' - ci\ _ 73 

2 ) '^' 



on s'assure facilement que les cinq quantités e^^e^^e^yk^^k^ satisfont aux 
inégalités suivantes 

I + k L—k 

-^->e,>e^>-^^->e,. 

Si Ton désigne par a^ya^ya^ja^ja^ les cinq racines de Téquation 2?(5) = o, 
rangées par ordre de grandeur 

«0 < ^1 < ^'i < «3 < «4» 
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il faut donc poser 



/, +k 



= a 



1. --k 



4' 



= a 



1' 



^l=«3^ 



^. = ^*.» 



%' 



Si Ton pose alors 



dt = du. = 4£åi= + '••^•« 



j 



V/Ä{«.) N/if(«.) 
, ds, . ds^ 

et que Ton détermine les quantités K^^ , Ä^ j Vi . . .v^ comme il a été 
montré au paragraphe précédent; v^ , v^ seront des fonctions linéaires.du 
temps, et l!on aura, en désignant par c^ la yaleur que prend S{v^ , v^)x 
pour v^=o y v^=Oj les relations sui vantes: 



a, a, 




A; 




t/jtC/03034 


^ 


+ 
k 


«l «4 


+ 


a, a, 

«4 «. 


''4 ''01 


0,0,4 
C4C,, 


«8 «0 

a, a, 




^ «8 
k 




»•4^0l*'l« 


^ 


+ 
k 


«. «4 


+ 


«« — «. 


— a, c?cjj 


^01 C w 


«4 a, 




A; 




c' C* C* 


^ 


+ 
k 


«5 «4 


+ 


«4 <». 


<*S ''»"os 


Co C» 

c» c» ' 



et, en posant 



c = (03 - ajS 



^Oi^08^it^t3^l4^8 4 

Cq c j t'^ 



on a 



•^1 = V(«i — «■)(«. — e.) = VK — «,)(«. —«,) = — «■ 



Co^.^ ^.kw,) 



■^j = v/(». — «.)(»! — «t) = VI». — «,)(«. — a,) = — » 






-^8 = ^(»i — «»)(». — «j) = VC». — «o)(«. — «o) = 






■''é = V(». — K)(»i — K) = V(«i — «4)(». — «4) = — 



C C.C4 *4(«'i''.) 



-^'t = VK — *»)(*» — ^.) = \li»x — «,)(», — «.) = 



_ C c^c^c^ ^.(t>,p.) 
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p _ \J{s^-e,){>,-k,){»,-k^)(8^-e,)(s^-e^) — v/(g. - a. X«» -«.)(«.-«.)(».- fe. )(«i-fe« ) 



" ».-«. 



c„ *.(f,»,)' 



p ^ m -g.)(». -K)('t - K)('» -«.)(««-«.) "" VK -gi)(»i - g»)K -e.)(<. -fe.)(«. - K) 



«, .t. 






p ^ n/k -g.)(*i-g.)(»i-fei)(«,-e.)(*t-fe.)~V(».-g.)(»t-fe.)(*t -«»)(»«-«.)(»»- fci) 



«.-«, 



".4 *»{",".)' 



p _ VK-g.X^-giXgi-feiX^-giXoi-fe»)"^^-^!)^-^»)^-^)^-^,)^-^.) 



8,-5, 



— — ^~!r7 — \' 



p __ v^K -g.X», -fe.)K -fe.)(*i-g»X«t-gJ ~ V(«i -e«X«. -e»X8.-g.K«,-feiX».-fr.) 






i », — 



• '-' (TT \ ' 



p _ v^(*. -g.X». -g.X». -feiX«.-g.)(*. - fe.) — VK -e.)(«. -fe,X«. -e.K». -g.)(». -fe.) 



" 



p _ VK - e. X*i - «.)(». - fe.)(*. - «»)(«. - fe. ) — \/(». - «,)(". - fe| )(*. -g. )(», - e.)(*, -"fej 



'* 



"^ — <r? — 7\ '• 
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P., = 



_ v^(g, - g| )(g, - g,)(g, - K){«t - g»)(^« - ^J ^ \/(g» - gaX^i - K){^^ -g|)(^,— g|)(^-fe») 



86 



«,-«, 



— ^^ iw \ » 



_ v^K~eJ(8,>-eJ(8,-e3)(8.-AiJ(8,---feJ — v/(8,>-feJ(/?,-Åj(8,>-eJ(g,--e.)(g,--e3) 
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Les six quantités p^q^r^y^fjf une fois exprimées ä Taide des 

quotients ^^ ^ ^ , dans lesquelles v^ , t;^ désignent des fonctions entiéres, 

linéaires du temps i, il s*agit de trouver les expressions des six autres 
cosinus a , a', a", /9 , y?', /9", en fonction- du temps. 

Ces quantités satisfont aux équations difFérentielles 



3a 
dt 

da 
It 

da" 
dt 



— ar 



//> 



= a p 



^"q. 



ar, 



aq — apj 



fj = n -pr. 



De ces équations il suit 

4t 



= {a' +^i)r — {a" + ^'i)q. 



En divisant par a + ^^ et en remarquant que 

(«' + /5'0(a — /?*) = «a' + li^ + i{a^ — a'^) = — rf -h if, 
(a" + ^'*)(a — /?*) = aa"+ /9/5"+ i(«y9"— «"/?) = ~rr"—¥f 

(a + /90(«-y50 = «* + y9'= I -r'. 

on trouve 



"^ i<tC« j. /9;i — ^ —n- +tr , „ rr + n 



I — 



\dr 



I 
2 



rfr 



;^ + iifq + r"r) ^ - iifq + fr) 



I +r 



I — 
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De la méme maniére on trouve 



|ig(«'+/^')=i 



%+.i(rp + r"r). 


d^ 

dt 


- i(rp + r"»*) 


■ +r' 




•-r' 


^ + i(rp + fq) 


df 
dt 


*(rp + rq) 


« + /■" 







En portaiit dans les seconds raembres de ces équations^ les valeurs de 
P j 9 9 ^ y T y T y fy expriniées en fonctions du temps, on voit que pour 
obtenir les yaleurs de a , ^ , a', /?, a", y9" il faut intégrer des fonctions 

rationnelles de quotients ' " ' . '—^* 

On peut démontrer que chacune des six quantités a , a', a", yS,/?, y9" 
est une fonction uniformé du temps, n'ayant que des pöles pour des 
valeurs finies du temps. _ 

D'aprés un théorcme bien connu f{t) est urie fonction uniforme 
pouvant étre représentée sous formc de quotient de deux series conver- 
gentes pour toutes les valeurs finies de f, si la condition sui vante est 
remplie: 

peut étre développée dans Tentourago de chaquc valeur finie f^ en serie 
conyergente de la forme 

^ig/-(0 =='»(< -'.)- + *(< -o 

ou ^{t — -t^) désigne une serie infinie ne contenant que des termes a 

exposant positif, et m est egal a zéro ou a un nombre entier positif ou 

négatif. 

' ' Or, tel est justement le oas pour les seconds membres des équations 

qiii définissent 

fn '- (« + Z'') • Tt '^ («' + Z^') ■ Jt *^ («" + ^'') 



en fonctions -du temps. 

Aeta mathfmnttea. 13. Imprimé le 2 f^rrler 18R9. 
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Si Von écrit dans ces seconds membres pour }" 9 /^ /'j p j 9 9 r leurs 
valeurs en fonctions du teinps et si, en supposant t dans le voisihage de 
t^j on les développe en series procédant selon les puissances de t — t^y 
on voit immédiatement que des termes a exposant négatif ne pourront 
entrer dans ces développements que dans les deux oas sui vants: 

1 ) Si les développements de p 9 Q y r y jr j f j f contiennent des puis- 
sances negatives de {t — t^). 

2) Si pour t = t^ Tune des trois quantités j' ^ fy f est égalc a + i. 
En ayant recours aux équations difFérentielles (i) et en écrivant r au 
lieu de ^ — t^y on voit que dans le i" cas les développements de jp , g, 
TyYyfyf doivcut avoip la forme sui vante: 

P = P^'^'^ + Px +i>2^+ "M r= /o^"' + /l^"' + /i + .-M 

q = 9o^~^ + s^i + ?2^ + . . ., r' = .9o7~' + ,9,^"^ + ^2 + . • M 

r == i\T^^ + ^1 + r,r + . . . , f = K^"' + h^~' + A, + . . . , 

ou les coefficients Pq ; g^ y f^ 7 fo y ffo j \ peuvent avoir ces deux systémes 
différents de valeurs (voir § 1): 

I. 



»*«— 0, 




% — + '2, 


ff, == 0, 


Po— 0> 


f - 4 



II- ?o = ± 'Poy ffo = ± »/ö = — 7 = + r ' 

U =^ ± 2*1 *o = O. 

Bn portant ces développements dans le second membre de Téquation 

/'t 



I 
2 



dt r — i 

dr" ., , . dr' .. , 

-^ — ^{rp + yq) ^ + ^(n> + rq) 



7- — I r + I 
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on voit que Ton a dans le cas I 
et dans le ca8 II 

Examinons maintenant le développement de -^ Ig (a" + y9"t) dans le voi- 

sinage d'une valeur < = ^^ pour laquelle ;*" = ± i. 
En general, si Ton pose 

p = p^ + Pii+ "'1 r= /i + /i^ + • ••» 

■ 

r = r, + ri< + . . . , /' = ä, + ä,< + . . . , 

les coefilcients, i>i , ?i , »"i > ^, > <7, , ä, sont définis (en vertu des équations 
difiPérentielles (i), § 2) en fonctions de i^o , ?o , »"o > /^ > ^o » '*o P^^ ^^ équa- 
tions suivantes 

2y, = PoU—^A^ 9i=PA— fj\y 

fi=c^ffo^ K=9jo—Vo9o- 

Les trois quantités Y ,f , f ^^nt liées par Téquation 

Leurs valeurs initiales foi9oi K ^^"^ donc aussi assujetties a la condition 

fS +9l + hl=i. 
Désignons par e^ et par e^ deux quantités qui satisfont a Téquation 

Si je pose h^ = é^ il faut donc que Ton ait en niéine temps g^ = Sji/^ 
et Ton trouve alors 
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|-;7^ — **iW'r + 7/') 

Le développenieiit du teniie y, — qui seul peut cotiteiiir dus 

2 Y e, 

puiösatices negatives de r, a doiic la fonne 

Si £, et £3 ont niéine signe le coefficient de r~^ est egal a + i. 
Si Sy et s^ ont des signes contraires ce coefficient est nul. 
On voit donc que dans tous les cas, le développenient de 

a la forine voulue 

d*ou il résulte que a" + ^'i est une fonction unifonne du tenips, pouvant 
étre mise sous la fonne d'un quotient de deux series toujours convergentes. 
On arrive au méme resultat concernant a + y5i et «' + /''*• 
Je me suis aussi assurée que ces quantités peuvent étre expriniées en 
fonctions rationnelles des quantités de la forine 






e' y 



a étant Tindex d'une de 16 fonctions ^(u^u.^\ u^yU.^,u.^ désignant des 
fonctions linéaires, entiéres du temps, et v^ , v^ désignant des constantes 
imaginaires. 

Mais a cause de la grande complication des calculs, je ne suis pas 
encore arrivée a développer ces formules sous leur fornie iinale. 



$ 8. 



"S 



Il peut étre intéressant de réaliser sur un inodéle un cas de rotation 
d'un corps solide autour d'un point fixe oii toutes les conditions du cas 
que nous venons d'étudier se trouvent remplies. 
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Dans les équations différentielles (i) les constantes AjB^G désignent 
les troiö moments d'4nertie principaux relativement au point fixe. 

-Soient maintenant -4^ , Bj , 6\ les^trois moments d'inertie principaux 
du méme corps relativement a son centre de gravité et désignons par 
X j y , js les coordonnées d'un point dans un systéme d'axes de coordonnées 
dont Torigine se trouve au centre de gravité et dont les directions co- 
incident avec les trois axes d'inertie principaux passant par ce point. 

On a alors, en désignant- par fi la densité du corps considéré au 
point donc les coordonnées sont XjjfjZ, 

C\ -=Jffli{x' + yyixdydz, 
o =ffj /ixdxdjjdj!, o —JJf/if/dxdt/dZy o = fjjl/xzdxdydz, 

== jjfiiyzdxdydZj o =Jfj/xzxdxdydZy o =JfT/Axydxdydz. 

Toutes ces intégralcs triples doivent étre étendues a tout Tintérieur du 
corps considéré. 

Soient a^byC les coordonnées d'un point O. Désignant par^,3y,C 
les coordonnées d'un point de Tespace relativement a des axes paralléles 
aux précédents, mais dont Torigine colncide avec le point O, on a 

$ = x~ay rj = y — i, C~z — c. 

I/équation de Fellipsolde d*inertie dont le centre est en O est, comme 
on sait, 

1 = A[$' + B[rj' + C[C — 2D[rjC— 2E\:^—2F,^ = J^(e, ^ , 0^ 
les coöflGcients A[ , B[ , . . . étantdéfinis par les équations 

A[==j]f/i{rj' + C')d^d7jd:= A, + M{b' + c'). 
B[ =£fM{C' + ^')ded7jd:= B, + M{c' + a*0, 
C[ =gfi{^' + ri')d^drjdC= C\ + M{a' + b'), 
1)\ = fffixyj^d^dyj dC = Mbc, 
E[ =fJf/iCSded7jdC= Mca, 
r^ =Jffli^rjd^drjd:=^ Mab. 
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M désigiie la masgc totale du corps, 

Soient iiiaintenaiit u ^ v y w les coordonnées d'un point de Tespace relative- 
ment ä des axes, dont Torigine est au point O, inais dont les directions 
colncident avec les directions des axes principaux de Tellipsoide dMnertie, 
correspondant ä ce point. On a alors 

« == af + /9jy + r'» 

t; = a,e + y9,iy + r,C, 
10 =-- a,f + y9,37 + j-,C, 

f' + jy' + r* = «' 4- f ' + tv\ 

k, (x,v étant des constantes positives. 

De plus en désignant par tt, , v, , te, les coordonnées du centre de 
grayité dans ce nouveau systéine, on a 

— %= aa+ y96 + yc, 

— v, = «,« + y9,Ä + YiC, 

Si nous imprinions maintenant au corps considéré un inouvement de rota- 
tion autour du point fixe O, les conditions du cas étudié par nous seront 
remplies, si Ton a 

— w^ = a^a + y9,ft + Y^c = o. 
On dolt donc pouvoir satisfaire aux équations suivantes 

5' + ri' + C' = u' + v'-\-w\ al + /5? + ?^ = I. 

Voyons si Fon peut choisir le point O de maniére a ce qiie cea équations 
soient remplies. 
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Des- deux premiéres de ces équations, il résulte 

jp(e , ,y , O ~ 2v(f ' 4- 7' + O = — w*. 

Cette derniére équation devant étre satisfaite identiquement, si Ton écrit 
pour w sa valeur 

iP = a,^ 4- ^,V + r,C, 

on obtient, en égalänt ä zéro les coefficients de chaque terine dans cette 
identité, les équations suivantes: 

A\ — 2v = A, + M{b' + c') — 2v = — val, 
B[—2v = B,-{- M{c^ + a») _ 2p = — vfi, 

C[ —2V= (\ + Jtf(«* Jf.h^) — 2V=— Vr\y 

D\ = Mbc = v^,r,, ■ 

E{ = Mca= v;-,a,, 

Si aucune des trois constantes a ,h , c (les coordonnées dii point O) n'était 
nuUe il résulterait des trois demiéres équations 

Mh = vV„ 
ce qui est évidemraent impossible par suite des équations 

«a + y5J + H ~ ^ > 

ni ilf Jii v ne pouvant étre = o. 

Si nous supposons c -= o, mais a ^t h différents de o, nous devon 
poser y^ = o, et par conséquent 

Mah = voL^p^j »2 + /5J = ^ ^Äj, + ^A = ^y 
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d'oii il suit 

^2 =:7rrT=Tv' P^ '=^y=T 



x/a' + h* \'a* + h"" 

(le Signe de y^a* + h* étant déterminé arbitrairement) 

a + o 

cquation impossible, vn qne M et v sont tons • les deux des quantités 
positiveis. 

Il faut donc suppöser ft = o , c — o. On a alors 

A[ = .4,, U; -. 7?, + Ma\ C\ = C\ + Mo\ 
T)\ = o, E\ = o, F\ = o, 

Si les trois axes d'inertie principaux -4j , J5j , C^ relatifs au centre de 
gravité du corps considcré satisfont a Vcquation 

on pourra satisfaire a toutos les conditions supposées par nous, en prenant 

a = — ^ , • 

K 

ear on a dans ce oas 

7?, 4- Ma'' ^ A,, (\ + Ma' = C, +A,-B,=\a„ 
par conséquent 

Remarquons seulement que pour que a soit réel, il faut et il suflfit que 
lon ait Bj > 2Cj. 

On voit donc, d'apres ce calcul, qu'il est possible de réaliser mé- 
eaniquement toutes les conditions du probléme que je viens d'étudier. 
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SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 

t 

D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE 

I" M é m o i r e 

PAB 

VITO VOLTERRA 

å FISE. 



IntrodticHan. 

La representation des fonctions de trois vari^bles indépendantes par 
les fonctions des points (T un espace ä trois dimensions est d'un usage tres 
répandu parmi les analystes. Mais les points ne sont pas les seuls ele- 
ments géometriques de Tespace. Il y a aussi les lignes et les surfaces 
et Ton peut, de la méme fa9on, faire correspondre ä chaque point ou 
ä chaque ligne ou a chaque surface les valeurs d'une variable. On 
obtient de la sorte des fonctiom des points et aussi ce qu'on peut appeler 
des fonctions des lignes et des fonctions des surfaces de Tespace. On n'a 
appliqué jusqu'ici Tanalyse qu'aux fonctions des points, mais il est bien 
intéressant aussi d'étudier les fonctions des lignes et les fonctions des 
surfaces. Ces fonctions se présentent dans plusieurs questions de physique. 
Par exemple Ténergie d'un courant qui parcoiirt un fil métallique qui 
peut se déplacer et se déformer dans un champ magnétique, est une 
fonction d'une ligne. Elles peuvent se rattacher aussi ä des questions 
analytiques, par exemple on en * trouve une application en généralisant 
la théorie des fonctions envisagée du point de vue de Dirichlet ^ ou en 



* Voir UP6 Note que j ai publiée: Rendiconti della Reale Accademia dei 
L i DC o i, Vol. 3* Cest cd poursuivaot ce but que j'ai éié amené aux idées qui förment 

ae<a mnth9m«tiea. 13. Imprimé le 19 féTrier 1889. 30 
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cherchant a étendre aiix intégrales doubles la théorie Jacobi-Hamilton 
8ur le calcul des variations. A present je me' borne ä montrer Tusage 
qu'on peut en faire dans la théorie des fonctions des variables imaginaires. 



la base de ce roémoirc. Je me permets donc dezposer en peu de mota le point de départ 
de mes rechcrehes sur la généralisation de la théorie des fonctioDS. Daprés la definition 
de DiRlCHLET, on dit quuoe variable est fonction dune autre variable, si k chaque valeur 
de cette quantité, entré des limiten données, correspond une valeur de la premiére quan- 
tité. On est amené bien naturellement å cette definition, qui est indépcndante de tout 
rapport analytique entré les variables, en considérant des phénoméncs oii il y a dcux 
quantités qui changent simultanément de telle faQon quc les valeurs de Tune dépendent 
de celles de Tautre. 

En se pla^ant ä un tel point de vue on est conduit aisémcnt ä généraliser Tidée 
de fonction parce que dans plusieurs questions de physique et d analyse ou trouve des 
quantités qui dépendent de ioutes les valeurs d*une fonction ordinaire ou de plusieurs fonc- 
tions ordinaires tout k fait arbitraires. Par exemple la température dans un point d'une 
lame, qui est chaufi'ée au bord, dépend de toutes les valeurs de la température au bord 
de la lame. Les fonctions des lignes offrent un autre exemple d^unc telle dépendance. 
Il est bien clair que, lorsque on parle d'une quantité qui dépend de toutes les valeurs 
d^une ou de plusieurs variables, on entend quelque chose de bien difiérent dune fonction 
de fonction. 

Jai tåché d'étudier la dépendance dont je viens de parler. £n general on ne sait 
pas si, en partant de la fonction, on peut parvenir, par des procédés analytiques, k la 
quantité qui en dépend. Pourtant, sous oertaincs conditions, qui sont tout k fait semblables 
aux conditions nécessaires pour le développement en serie de Taylor, on peut parvenir 
k généraliser cette serie au cas que nous considérons. Par exemple, bornons-nous au cas 
le plus simple, c^est k dire dune quantité y qui dépend de toutes les valeurs dune fonc- 
tion f{x)f définie pour les valeurs de x comprises entro les limites a,h. Sous certaincs 
conditions on peut donner pour y Texpression analytique 

b b 

a a a 

b b b 

+ -^ ffffi*,)f{t.)f{t,)Mt, , t, , t,)dt,dt,dt, + ... 

a a a 

oii I/o est une constante et les fonctions ^n(^ > ^^ > / • • > ^n) sont des fonctions symétriqaes 
des variables ^i ,/,,..., /n. . 

La serie qu on vient décrire n est autre chose que la généralisation de la séric 
de TAYrx)R, 



/ 
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Dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire, on suppose, 
en qiielque sorte, que les valeurs des variables iniaginaires sont étendues 
sur une surface, avec la condition que les rapports différentiels des va- 
riables ne dépendent que des points de la surface. Cest ainsi qu'on 
peut exprimer la condition de monogénéité établie par Cauchy et que 
la théorie des variables imaginaires peut se rattacher ä Tétude des pa- 
ramétres diflférentiels et ä Tétude des elements caractéristiques. 

Est-ce qu'on peut généraliser cette théorie en se rapportant a un 
espace a trois dimensions? Voila le probléme que je me suis proposé. 

On peut résoudre la question, mais pour Taborder il faut recourir 
a ce que je viens d*appeler les fonctions d'une ligne. En effet on ob- 
tient la généralisation en faisant correspondre a chaque ligne fermée de 
Tespace les valeurs de deux variables imaginaires liées entré elles par 
une condition différentielle tout ä fait semblable ä la condition de mo- 
nogénéité de la théorie ordinaire. 

Dans le mémoire qui va suivre je me suis borné a étendre la théorie 
aux espaces ä trois dimensions, mais on peut aller plus loin dans la gé- 
néralisation. La théorie des hyperespaces est depuis longtemps connue 
et beaucoup de mathématiciens sont a present familiarisés avec les möts 
empruntés a la géométrie des espaces a « dimensions qui peuvent re- 
présenter d'une maniére claire et frappante des propriétés analytiques. 
Cette considération m'a poussé a aborder méme la théorie générale pour 
les hyperespaces dans un mémoire que je publierai plus tärd. En se 
posant ä un tel point de vue, les fonctions des lignes ne suffisent pas. 
Il faut recourir a une notion moins simple, c'est a di re aux fonctions 
des hyperespaces. 

A quelle théorie connue va se rattacher la généralisation dont je 
viens de parler? 

Il est bien aisé de montrer qu'elle se rattache å la théorie des fonc- 
tions de plusieurs variables imaginaires. Il y a presque une année 
M. PoiNCAHÉ a publié dans ce journal un tres beaii mémoire sur la gé- 
néralisation du théoréme de Cauchy pour les fonctions de deux variables 
imaginaires. Je vais montrer comment le remarquable théoréme de 
M. PoiNCARÉ fait ressortir, tout de suite, une liaison entré la théorie que 
je me propose d*exposer et la théorie des fonctions de deux variables 



imagmaires. 
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Soit donnée unc fonction de la variable z = x -{■ y' — i y . continue 
et uniforme dans une aire limitée par un seul contour. On déduit du 
théoréme de Cauchy que Tintégrale d'une telle fonction prise entré des 
limites imaginaires dépend des limites seulement. On obtient donc, par 
Tintégration d'une fonction des points du plan complexe, une nouvelle 
fonction des points. Est-ce la méme chose pour les intégrales doubles? 

M. PoiNCARÉ, en généralisant le théoréme de Cauchy, ä démontré 
que rintégrale d'une fonction uniforme de deux variables imaginaires 
prise sur une surface fermée est nulle, si Ton peut déformer et réduire 
la surface a un point sans rencontrer de singularités. On peut déduire 
de la que, si la surface d'intégration n^est pas fermée, Tintégrale dépend 
des lignes qui förment le contour de la surface. Donc on voit que 
rintégration des fonctions de deux variables conduit aux fonctions des 
lignes. Les fonctions des lignes que j'ai étudiées, correspondent a tous 
les cas qui se présentent dans les intégrales doubles prises de la ma- 
niére indiquée par M. Poincare. Puisque ces fonctions des lignes dé- 
pendent seulement du bord de la surface d^intégration, j'ai donné leur 
expression ancUytique par des elements qui dépendent seulement du bord, 
c'est a dire j'ai montré qu'elles peuvent s'exprimer par des intégrales 
simples étendues å la ligne qui forme le bord. 

Il est bien aisé de voir que la généralisation de la théorie des 
intégrales abéliennes aux intégrales doubles, est une question liée aux 
principes fondämentaux que je vais exposer dans ce qui suit. 

J'ai consacré le i'" chapitre du Mémoire a la théorie des fonctions 
des lignes. Le 2* chapitre est partagé en cinq artides. Dans le i*' 
artide, apres avoir éta^li la généralisation de la condition de monogénéité 
pour les fonctions des lignes, je trouve une relation différentielle analogue 
a Aj = o. Dans le 3® et 6* artide, en étudiant cette relation j^essaie 
une théorie des propriétés caractéristiques des fonctions des lignes. Enfin 
le 5* artide contient la théorie des operations dififérentielles. 

Dans ce mémoire je n'ai pas abordé le cas d'un espace fermé d'une 
connexion multiple ni la généralisation du théoréme d'ABEL qui en suit. 
Je remplirai cette lacune dans un autre mémoire. 
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Chapitre I. 
Les fanctians des lignes. 



Artide 1^'. 

1. Nous cominenceroTis par quelques études générales sur les fonc- 
Hons des lignes dans un espace a trois dimensions. Je me bornerai ä 
considérer des lignes fermées qui n'ont pas de noeuds. Je feräi Thypo- 
thése que les coordonnées x j y ^ z des points de chaque ligne soient des 
fonctions continues de Tarc 5 de la courbe. 

A chaque ligne L parcourue dans une direction donnée, correspondra 

la valeur d*une variable 0. On doit supposer qu en general en changeant 

la direction de la ligne, méme sans la déplacer, la valeur correspondante 

de la variable change aussi. Je désignerai cette corréspondance par 

le symbols 

0=- 0\\L]\. 

On va trouver des variables ¥*' dont les valeurs ne dépendent pas seule^ 
ment des lignes X, mais aussi de la position d*un point variable A 
pris sur la ligne. On désignera une telle fonction par 

¥='P\[L,A]\. 

Si la position du point est définie par la longueur s de Tarc compris 
entré le point variable et un point fixé sur L, on écrira aussi 

1'- = >I''\[L , s]\. 

2. Commcnt peut-on étendre aux fonctions des lignes les definitions 
de continuité et de dérivation? 

Cest en poursuivant ce but, que je vais définir le domaine d'une ligne. 

Une ligne fermée, enchainée ä Zr, en se dépla9ant le long de L 
jusqua revenir dans sa premiére position, décrit une surface tubulaire. 
Le volume S compris dans une telle surface est ce que j'appelle un do- 
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inaine de L. Toute ligne, comme L^ qui parcourt le tube S dans le 
sens longitudinal est une ligne lonffitudinale de S.^ Je dirai que 0\\L\ 
est contintie si, quelque petite que soit la quantité e, on peut toujours 
détenniner un domaine S de Z, tel que, pour toute ligne longitudinale 

L' de Sy on ait 

mod |0|[i.']|— 0||X]||<c. 

Pour ce qui va suivre la condition de continuité, telle qu'on vient de la 
poser, n'est pas suiFisante. Soient a^jtr^, a,^ les aires comprises entré les 
projections des deux courbes sur les plans coordonnés, a = ^^j + <^ + <,j. 
Il faut supposer que le rapport 

mod I (/>|[L']|~ (/>![/. 



ne surpasse jamais une limite finie M. 

Lorsque on a aifaire a une fonction (P|[I/,5]|, il y aura a con- 
sidérer la continuité par rapport ä la variable 5, cest a dire en laissant 
fixe la courbe L et supposant que le point A se déplace. Mais il faudra 
examiner aussi la condition de continuité lorsque on change ^ et i a 
la fois. Si A est un point situé a Fintérieur d'un chanip T a trois di- 
mensions, nous appellerons T un domaine de A, Nous dirons qu'il y a 
continuité, si, quelque petite que soit s, on peut toujours déterminer un 
domaine 8 de L et un domaine S' de -4, tels que, pour toute ligne 
longitudinale V de S et pour chaque point A' de L' situé a Tintérieur 

de S' on ait * 

mod \0\\V,A]\— 0\[L,A]\\<e. 

3. Passons maintenant ä la dérivation. Faisons passer par chaque 
point d*un are I = AB de L un segment de longueur Jrc, paralléle a 
Taxe X. Le lieu des extrémités de ces segments est un are CD. Soit 

+ d^0 



^ Voilä ce que jeotCDcIs par une ligne fcrmée qui parcourt le tube S dans le scds 
loDgitudinal. Soit a une seotion trausversale du tube. Dép]a90D8 <r de sorte qu^elle vieune 
CDgeodrer le tube jS, et supposons que dans le méme tcmps un point A, pris dans Taire 
(T, se dépkce jusqu å revenir dans sa position initiale. Nous dirons que la ligne décrite 
par A est une ligne qui parcourt lo tube dans le sens longitudinal. 
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la valeur de la fonction qui correspond ä la ligne qu'on déduit de L 
en rempla9ant lare ÄB par la ligne ACDB forinée des droites AC , BD 
et de Tarc CD. Supposons que dx et I tendent vers zéro en laissant A 
fixe et que 

(O j^i 

tende vers une limite X. On appellera une telle limite la dérivée de 
par rapport å x. Nous supposerons que cette limite ne dépende pas 
du c6té de B par rapport a A ni de la maniére dont dx et I tendent 
vers zéro. Nous ferons encore Thypothése que, quelque petite que soit 
yjj on peut déter miner une quantité ö>, telle que pour toute ligne L et 
pour tout point A Von ait 

J.0 



mod 



Jx .1 



<V 



pour toutes les valeurs de dx et de I comprises entré — cd et cd. En 
un mot nous supposerons que le rapport (i) tend vers la limite X avec 
uniformité. 

Il est - clair que la limite X dépendra en general de la ligne X et 
du point A. Nous la désignerons par 

<l>'s\[L^s]\. 

On trouvera de méme les dérivées de par rapport a t/ et par rapport 
a z qu'on désignera par 

0'ML,s]\, 4y.\[L,s]\. 

Nous supposons les trois dérivées continues. 

4. Soit S{s) une fonction continue. Dépla9on8 chaque point d'une 
ligne L parallélement a Taxe x d'une quantité 

dx = e${s). 

On trouvera une ligne L\ Nous allons chercher 

(-0 e 
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Partageons la ligne L en 2n parties Äj , k^ / Ä^ , ä:^ , . . . , Ä„ , h,, de sorte 
que tout intervalle hi = a^b^ soit compris entré les intervalles Ar<_i , ä<. 
Posons 

N 

S&< = d. 

Soit 5< la longueur de Tarc compris entré les points a^a^^ compté 
dans la direction (a<a,+i . . . a,). Par chaque point de Tarc Ä< conduisons 
un segment de longueur £c(5,) paralléle a Taxe x. On trouvera un are 
h[ = a[b[. Rempla9ons les arcs A< (i = i , 2 , . . . , p) par les lignes for- 
mées des droites rt^a^' , &<&J et de Tarc h[. On aura une ligne Lp. Il 
est clair qu'on peut écrire 

0\[L,\\-0\[T4=i{0\[L,\\-\\L,_,]\\ 

oii L^ signifie L. 
Mais 

0\[L,]\ - 0\[L,..,]\ = sÄ,e(5,){0;|[L,_, , .,11 + yi,V 

11 suffit de prendre s.< — , A^ < Wj N étant le maximum de f(s), pour 

que 

mod 7jp < 7j. 

On aura aussi 

et, en prenant cd suflfisamment petit, en vertu de la continuité de la dé- 

rivée, on aura 

mod rjp <7j. 

Par la condition qu'on a posée apres la continuité de (§ 2) on peut 



écrire 



mod I 0\[L']\ — (I>\[LJ\\ < M^dsN + ih^D^ 

en désignant par Dp Toscillation de la fonction ^{s) dans Vintervalle hp. 
On en déduit 
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De méine si on donne a chaque point de L un déplacement 

* 

parallélement a Taxe y, en passant de la courbe Z a la courbe L" on 
trouvera 

lim^[^"]|-<^l[-^JI = /,(.)^;|[X,.]K.. 

Enfin, en supposant que par des déplacements dz = eC{s) paralléles a 
Taxe z on obtient la courbe L'", nous pouvons écrire 

lim^|[^-l-^'[^-.lU/^(.)0;|[L,.||./.s. 



e-0 



5. Supposons maintenant que les déplacements des points de L 
aient ponr composnntes dans les directions des trois axes 

dx — sc(5), åy = ^y){s), dz = ^C(«^) 

et qu'on trouve d*une telle fa9on une courbe X^^ On peut démontrer 
bien aisément que 



L 



Le resultat que nous venons de trouvei: peut s'énoncer aussi de la ma- 
niére suivante. 

SoU 
(A) / d0 =f{0'Jx + <^;öV/ + (t>'Jz)ds, 

L . 

la quantité 

d0-[0\[L"\\-0\\L]\] 

est un hifiniment petit d*ordre stij)érieur ä e. 

Cest pourquoi on appelera d0 la variation de 0. 
6. Nous allons chercher maintenant a quelles conditions doivent 
satisfaire les trois dérivées 0^, (Py, (P^. 

Acta mathematiea. 13. Iinprimé le 27 février 1889. 31 
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Si par le déplacemont infiniinent petit des points de la ligne L cette 
ligno ne cliange pas, on aura d(l> = o. En posant 

ds ' ' ds ds ' 

on aura donc, pour une valeur arbitraire de X 



°-/(*iS+*;S+*4>'» 



On tirera de la 



. , dx , - , dn , ,, dz 



c'est a dire, si t est la tången te de L, 

. dx ^ . dy . dz 

oi = cos /;r — -T- , S = cos ty = -r, v == cos /i? = -7- , 

ds * "^ ds ' ds 

on aura 

(2) Ca + C/9 + Cr = o. 

L'égalité qu'on vient de trouver n'est pas la seule condition a laquelle 
les trois dérivées doivent satisfaire, mais c'est la seule dont nous nous 
servirons dans le cours du inémoire. Il est bien intéressant de déter- 
miner d^autres propriétés des dérivées par exemple celles qu'on trouve 
en introduisant les dérivées d'ordre supérieur. ^ 



(3)- 



Artide 2. ^ 

I. L'égalitc (2) de Tarticle i" permet de poser les équations 

0; = pA—aB. 



^ Voir la Note citéo et Tautrc: Sopra le funzioiii dqjevdenti da TAnee, Ren di 
conti della Ii. Accadomia dei Lincei, Vol. 3* 
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Les inconnues A y B , C ne sont pas détenninées par les égalités (3). Si 
A^ y B^ j 6\ yérilient ces équations, les solutions générales sont 

A = Ä^ + ka, B = B^+ k(iy C = C\ + kr^ 

k étant une quantité arbitraire. 

D^aprés les égalités (3) on pourra remplacer (A) par 

(A') (}(p = f[A{l3dz — rdy) + Bjjdx — adz) + 6'(aoV/ — I3dx)}ds. 



2. Par le déplacement {dx , åy , dz) Tarc ds décrit un parallélo- 
gramme infiniment petit. 

Supposons qu un point en parcoure le périmétre de sorte qu'il se 
dcplace sur ds dans la dircction positive. Soit da Taire du parallélo- 
gramme. Si Ton conduit la normale n au parallélogramme en i)renant 
pour direction positive eelle d'un observateur qui voit le point mobile 
se déplacer dans le sens des atguilles d'une montre, on aura 

{påz — yåy)ds = cosnx.day 
{ydx — adz)ds = cos ny. da j 
{ady — ^dx) ds = cos m . da. 

Examinons maintenant 19 bände infiniment petite a déerite de la ligne 
L par le déplacement. 71 en sera la normale et da la différentielle de 
Taire. On aura done 

(4) 00 = I {A cosnx + B cos ny -f- C cos nz)da. 

3. Soient L^ et L,^ deux courbes. Si on déplacc L^ jusqu'a ce 
qu'elle vienne colncider avec L^, méme en direction, Lj décrira une 
surface 2\ J'appelle cette operation medier une surface par L^ et L^. 

En suivant L^ dans son mouvement, on peut déterminer pour tout 
point de la surface U des valeurs pour A j B , C. On peut supposer 
que le déplacement total soit résultant de déplacemcnts infiniment petits. 
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Appliquant ä chaque déplacernent infiniinent petit la formule (4), on 
trouvera 

(5) .^M]\ — ^W^xW = A-4 ^o^^^J^ + Bco^ny + Ciiosnz)(lS. 



Artide 3. 

I. Il faut inaintenant distinguér- deux cas qui se présenteiit dans 
Tétude des fonctions des lignes. Soient i, et L^ deux lignes qui ont 
un are I commun. Si on doit parcourir / en directions contraires en 
supposant qu'il appartienne aux deux lignes, on pourra retrancher / et 
obtenir une courbe L^ dont la direction meme sera détenninée. On écrira 

Le premier cas se presentera si Tégalité 

(6) n^A- <«>:iA]i+ n^,]' 

est toujours réalisée. J'appelle dans un tel cas une fonction du i" degré. 
Le deuxiéme cas se" presentera si Tégalité (6) n'est pas toujours vé- 
rifiée. Nous allons borner nos recherclies äux fonctions du i" degré. 
Supposons que deux lignes L^ et L^ se coupent dans un point M. 
Soient ds^ , ds^ les elements linéaires des deux Jignes en M. Posons 

fK[L, , M]\ = X,, 0;\[L, , M]. = Y,, 0'\[L.^ , M]\ = Z,, 
cos (rfej , rr) = a, , cos {ds^ , y) = y^i , cos {ds^ ^ z) = jr^j 

cos {ds^ , a;) = a^ , cos {ds^ ,y) = /3^, cos {ds^ ^ z) = y^. 

On donne ä tout point de Tarc ds^ un déplacement ds^. Nous nous pro- 
posons de chercher quelle est la variation de 0. Si on appelle cette 
variation d^^0^ on aura 
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De méme la variation de correspondante au déplacement c?5j des points 
de Tarc ds^ sera donnée par 

Je nom me A le contour du parallélogramme dont les cötés sont ds^ et ds^, 
SI est du i" degré, on aura 

d'ou 

(7) o = X.«, + y,y9, + Zj, + X,a, + YJ^ + Z,;-,. 

Mais on peut écrire 

Par suite Tégalite (7) pourra s'écrire 

(8) o = (J, - Jjo^.r, - Är.) + (^, - ^^(r,*. - r.«.) 

d'0U 

(8') {A^ — A^) co&nx + (^1 — ^2) cos?i// + {C\ — C\) cosnz = o, 

71 étant la normale aux lignes L^ , L^ en 3f . 

2. Cela pose, prenons trois lignes i^, L^] L, qui se coupent en Jtf, 
dont les tangentes en M sont paralléles aux Jixes coordonnées. On aura 

Ci[A,i»f]| = 7?., r/);![L,, it/] =-^. 

Legalité (8') appliquée aux couples de lignes {L^y L,) ^{L.j L^) , [L^,, LJ) 

donnc 

A„ = A^, B 2 = lij., Cj. --^ C\. 
Nous posoiis 

A, = J, = 2^, B, = B,:= q, C, = C, = r. 
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Soit L urie ligne Jirbitraire qui passé par M. Supposons rcalisces les 
égalités (3) et posoiis 

cos {L , x) = a, cos (Z/ , y) = y9, cos {L , i) = j'. 

En appliquant Tégalité (8') aux couples de ligncs (L, L,), (7v, L^), (X, L,)^ 
il est bien clair qu'on trouve 

{C—r)a — {A — p)r = o, 



d'oii 



{A-p)i3-{B-rj)a = o. 



A + ka, q - 7; + Ay?, y = C + Å7. 



Nous pouvons donc remplacer A , Ii , C par p , q ^ r dans les équations 
(3). On en déduit le thcorénie: 

Soit (/> une fonction (ht i^^ der/ré des lignes, on peut déterminer poiir 
tout point M de Vespace trois quantités 2> , y , /* telles que les conditions 



0-4L,M]\ 



IT — '/^' 
ra — PY , 

PP — qct 



soient remplies pour toule Uijne qui passé par M. 

3. Par deux lignes L^, L^, mcnoiis une surface 2'. On tire de 
legalité (5) 



(B) 



0|[Z/j]| — <'''|[-^i]| = I {pcosnx 4- q cosw?/ + rcoånz)(il'. 



Si L^ en décroissant indéfinimcnt tend vers un point, on aura 



d'oii 



\\m0\\L,]\^o, 



(B') 



4w> 



I {[) cos;/iC + 7 cos//// + r i:osnz)d}J 
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Dans un tel cas L^ est le contour de la surface 2\ Pour déterminer 
la direction positive de n par rapport a L^ iniaginons, comme on fait 
en électrodynamique, L^ personnifié par une poupée qui regarde la surface. 
n ira de la droite a la gauche. Supposons de nouveau que la surface 
2' en décroissant tende vers un point M, On aura 

lim '^^, *^' = y cos nx + q cos ny + r cos nz^ 

en prenant les valeurs p^q^r qui correspondent au point M. On appellera 
lim— L^ la dérivée de par rapport a 2' et on la representera par 

y^, . Il est evident que le signe dont la dérivée est affectée n'est dé- 

terminé que lorsque on connait la direction positive de la normale a la 
surface I. Prenons la dérivée de (P par rapport a une surface 2' nor- 
male a Taxe x en M; on aura 

De méme si 2\ et 1\ sont des surfaces normales aux axes y et Zj on 
aura 

(10 (10 



dl\ ^ ' d 



— = r 



Cest pourquoi on peut designer p 9 q yr par 



d0 d0 d0 



d(y y z) ' d{z, x) ' d{x, y)' 

et on peut les appeler les dérivées de par rapport aux plans coordonnés. 
4. A quelles conditions doivent satisfaire les trois dérivées p^q^r? 
Conduisons une surface a limitée par un contour L. On aura 

({>||X|| = / (^; COSW;r + q COS M// + r co&nz)d(T. 

Si Ton fnit dirniimcr L jusqu'a devonir un point, /t devient une surface 
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fermée. Dailleurs <i^|[i|j tend vers zéro. On aura donc, si a est une 
surface formée 

/ {jD cösfix + q coswy + r co8nz)d(T = o. 

Soit S le volume limité par er, on aura par une transformation bien 
connuo, 

j{p cofiwr + g cmny + r co^nz)(I(T = + / (^^ + -? + £jdS 



s 



et en conséquence 

(C) a^ + äf + a7=°- 

Réciproquement il est bien clair que si l'on suppose régalité (C) réalisée 
par PyQ^Tj on peut trouver, dans toute portion de Tespace limitée par 
un seul contour oii p ^q jT n'ont pas de singularités, une fonction de i*"^ 
degré dont p y q ^ r sont les dérivées prises par rapport aux plans coor- 
données. 

Par les symboles introduits dans cet artide on peut donc écrire 



d d0 , d fl0 d d0 



(^') • 9* il (u «\ ' d^i // r« 'K^ "^ a« 



dxd{y , z) ^yd(z , x) dz d{x ^ y) 



= o. 



Ärticle 4. 

1.* Proposons-nous la question de la transformation des dérivées 

d d0 d 

d(y , z) ' d(z, X) ' d{x, y) 

par le changement des coordonnées. 
Supposons que, par les équations 

on établisse une correspondance continue et univoque entré deux espaces 
limités ou illimités. A chaque ligne L du premier espace {x ^y j z) 
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correspond une ligne A dans Tautre (c . ^ , Q- P^^r suite a une fonction 
(f>|[L]i de !•' degré dans Tespace (r , ?/ , z) correspond une fonction 
0[A]\ de i*"" degré dans Tautre (c,^* O- ^^ ^^^^* cherchcr les relations 
qui ont lieu entré 



P = 



d0 



diy^zy 



7 = 



d(l> 



d {z , x) ' 



r = 



d(P 



d(x, y) 



et 



d0 



d(t> 



d0 



d{7j.:) ' d[:,i) ' d(^,T^ 



A cet effet prenons une surface S limitée par L et la surface corres- 
pondante I dans Tautre espace qui sera limitée par yl. Individualisons 
les points de la surface par deux paramétres u j v. On aura 



Posons 



0\[L]\ = I [p cos(«rr) + q cos {ny) + r cos (nz)](lS, 

s 





^.v ^.y 




dz dz 








dx 


dx 


d(y,z) _ 3» ' 3" 


d (z , x) 


dil ' dv 




d{x , y) 


du 


' aw 


d(n . v) 


dZ dz 


d(n , v) 

• 


dX dX 


> 


d{u , v) 


5v 


3.V 




du ' dv 




du ' dv 






• 


' 3y 


On trouvera 




■v 






nH = 


r 'i(.v,«) , 


d(Z y x) 

^' d{n,v) 


f 


d{n , ?>) 


(/w ^i^r. 







Soit 



o^ = 



;!r 



rf(j/ , a) , <i(«, «) rf(ie , y) 






^ Dans ce mémoire nous represen tcrons toujours lo déterminant fonctionel des va- 



riables f>, , ^, , . . . , ^« par rapport k x^ , x^ , . . . , Xn par 

HrM mathfmatira. 13. Tmprimé le 28 férrier 1889. 



rf (JCj ^ «Vj » • . • . 3!,| j 



n2 
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L'équation (B') peut sécrire 



(P[L] = I 






rf« (i V . 



.9 



Mais on a 



(i>\L\\:=0'u\r. 



par suite, si p est normale a J, on aura 



(1>[[A]\ = Hä cos(j;^) + / cos{\^rj) + /> r.os(j;(^)}ri^2\ 



d'ou 



d0 



il0 



(O = 



d(r].!:y ^ ^(C,c) 



»•» » 



/' 



d4> 



d (? , 7j) 



Voilä donc les relations qu'on oherchait: 



(D) 





dd) 


d(C.I) 


(Z(/> 



(i^ t2(V,2) d0 d{z,x) d0 d(x,y) 



J^ c^((/,g) (Zd^ fi(«,ir) d0 d(x,y) 

d^ d{y,z) d0 d{z,x) d0 d(x,y) 



'i(f>ry) rf(|/,«)rf(f,r/) ' d{z,x)d{$,7j) ' d{x,y)d($,7]) 



on a 



Ärticle 5. 



I. On sait qu'en posant 



P -= 



d0 



d{y.zy 



7 = 



J(/> 



d{z , '^)' 



??f + L^ + !^=.-o. 

3.r dy dz 






d0 



d {x , y) 



Il sera donc possible de trouver deux fonctiong A , /i par les conditions 



(9) 



d(Å . fl) 



= P 



d{Å./x) 

d{z . X) 



r= rf 



d (.T , )/) 
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A cet efifet il suffit d'employer la méthode donnée par JacoBi dans la 
théorie du niuUiplicateur. On prend jj. de sorte que 



d/l , d/i , d/t 



et puis 



F étaiit une fonction arbitraire. (Voir Jacobi, Vorlesimgen liber Dynamik, 
Ge sam mel te Werke, Supplementband, page 78). Si on prend des 
variablas c ? 7 j C ^u lieu de x , y , Zj on trouvera 

d{Å,fji) _ d{Å , fl) d{y_>j) , d (/ , //.) il(z , x) d(Å,/t) d(^ , //) ^ ^ 
d{7},0~' d{y,z)d{7},:)'^ d(z,x)d{7j,:) '^ (l{,c,y)d{7}', t) '^ ^'^* 



De méme 



d (/,//) __ _ d(l> d (Å,fi) _ _ d(l> 



On en déduit que les relations entré Å, /jl et les dérivées de ne 
changent pas par un changement de variables. 

2. Sur une surface a preiions les coordonnées curvilignes UjV. 
Soit ds^ = Edu^ -f 2Fdudv + Gdv^ le carré de Vélément linéaire. On 
aura 

-— = « cos nx + q cos ny + r cos nz -- , - -77 — ^' • 

dff ^ ^^ ^ ' yjEG ^F'd{u,v) 

Il est evident que sur une surface ou A = const. on a y^ =^ o.' 



3. Posons . 



• 

• 


- - 




= rt, 




on- aura 












3c' 

3y 


36 
9z 


i». 


da de 

dz dx ~ *^ 






36 3a 
3« 3i/ 
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Soit L le contour d'une surface er, on peut écrire 

(l)\[L]\ = l{pcoii'HX + qco^ny + r comizjdff, 

a 

d'ou, par le théorciiie de 8toke8 

(E) (t>\L\ = l\(uU + (j(Iy + c(Iz) ^ JM/i. 



Ghapitre II. 

Iji4iison d^isof/énéité. 



Artide 1". 

1. Pour généraliser la tliéorie ordinaire des fonctions monogénes aux 
espiices a trois dimensions, supposons que nous ayons deux variables ima- 
ginaires qui soient des fonctions de i®' dégré des lignes de Tespace. Nous 
allons établir une condition tout a fait semblable a la condition de mono- 
généité. A cet effet soient F et les valeurs des deux fonctions corres- 
pondantes a une ligne L. Dcformons un are AB de L et désignons par 
JF et J0 les variations de F et de 0. Si en diminuant indéfiniment la 

AV 

deformation et la distance entré B et le point fixe Ay le rapport -r^ 

tend vers une limite qui dépend seulement du point Ay on dira que les 
deux variables ont une liaison cCisogénéité, ou qu elles sont isogenes. 

Il est bien clair que si Qt ¥ ont une liaison d'isogénéité avec 
F , et (f* sont isogenes. 

2. Il faut chercher maintenant les propriétés qu'on peut déduire 
de la definition qu'on a posée. 

Les relations qu'on va trouver sont tout a fait semblables ä eelles 
qu'on a dans le cas de deux variables imaginaires liées par la condition 
ordinnire de monogénéitc. On trouvera méme une relation différentielle 
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qui est analogue a Téquation difFérentielle A^ = o. Je vaig räppeler en 
peu de möts la méthode qu'on peut suivre dans le cas ordinaire, pour 
trouver ces relations, pour en montrer Tanalogie avec la marche que 
je suivrai dans le cas des fonctions des lignes. 

Soieht f et ^ deux variables imaginaires fonctions des points d'une 
surface. On supposera les points de cette surface rapportés ä des coor- 
données curvilignes u et v. Décomposons f et tp dans leurs parties reelles 
et imaginaires. On aura 



Posons 



f= fl + ifv {^ = Fl + 'Va- 

!/• _ Ui — ?/» — IL — 

3^, . dtp, a^, . a^. 

En prenant les dérivées de f et åe ^ dans une direction qiielconque 8 
on aura 

Si maintenant ^ est une fonction monogéne de /*, le rapport 

dip df _^ ' *^ds .^^^ ^'^^ ds 

doit étre indépendant de la direction s. On en déduit 

^^1 H- n\ ^ /t + % 

On tire de la par des calculs bien simples 



(2-) 



y = _ ^g» + g»)<^. — (?>.g. + j>.g«);^. , 



\ 
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En posant pour abréger 



(3-) 



( p\ + pl ----= J^'ii, pi'h + Pi'h = £^i2^ • 'ii + (fl = E^i, 



I 



ou aura 



(a;) 



Do inémé on trouVe 



(a;). 



PiVi —pi'h = ^> 



co„ -- 



Xi = — 



D 



D 



O), 



Xi = 



E,,<o, 




^'n^. 




D 




i-'../. 





£„Ä, 



ö 



Les quantités &^ , ;^, gatisfont k la condition 







3<w, 

ar 


du 


-o; 








c^est pourquoi on aura 






• 


D J ' aw 




^'. 


,«>, 


— 


c'est ä dire 






(C) 


"3m "30 


' 9v 


"aw 




"att 




z> 







== o. 



Gette équation est la condition A.^^^, = o. De méme on trouve 



a 


"du "ay 
D 


+ 1 
' dv 


"ai> 


"att 


du 


D 





= o, 



c est a dire A.^^^^ = o. 

Il est bien facile de demon trer que, si jTj est une fonction qui satisfait 
a réquation (C*), on peut toujours déterminer une fonction ^j, telle que 
^1 "^ 'Va *^** ^^^ fonction inonogéne de f^ + '/a- 
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Les coefficients E^^ ^ E^^ ^ E^^ sont en general des fonctions de u et 
Vj mais il est toujours possible, par un changenient des coordonnées w , ?% 
de rendre oes coefficients constants. En particulier on peiit ramener 

réquation (C*) a la forme ?^ + 0i = o. 

3. Passons maintenant aux calculs analogues pour les deiix variables 
iniaginaifes F et qui ont une liaison d'isogénéité. 

A cet effet décomposons F et dans leurs parties reelles et iinagi- 
naires. O n au ra 



0= 0^ +i0,, F= F^ + iF,. 



Posons 



flF. 



fHy ' «) 



- Pi 



dF. 



(10^ 
d0, 

d(ij , z) 



P 



2' 



= OJ 



1' 



^= O) 



2» 



dF. 


d{z.x) 


dl'\ 


d (z , x) 


d</>, 


d{z , «) 


d«!>. 



= -7, 



•/i 



Xxy 



d (z , x) 



= /»' 



dF, 

d (;•' , ?/) 


'•p 


dF, _ 

d {x , y) 


r,, 


d«», 

d(x , y) . 


/',■ 


d0^ 


/i 



d{x , y) 



Pr 



Pour réaliser la condition de monogénéité, il faut que le rapport 

d0 dF ((O, + u\) cosna; + (;^, + i^,) C03 ny + (/>, + ip^) cosnz 
da ' dn (p, + tp,)co8»ja; + (5, + iq^)co8ny + (»•, + tr,)co8Ma 

soit ihdépendant de la direction n. Cest pourquoi il faut poser 



d'ou 



J', + ^P, 9, + tJt »"i + "'« 



(O 



^i^i — 0'j"'» = PxXv—p,Xr v,w, + g^o), = p^x^ + i\Xi^ 



*\Xl — ^1X1 = ^li»! 



fiiP 



s' 



'■»;iri + ^\x-i = y»/»! + ^xPr 



I i^/'i 



i'j/Os = '"l'»'! — '»Ö^» P»/Ol + PxP-i ~- '■/»'l + 'l^''»- 
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4. En résolvant ce8 équations par rapport a o>, ^ Xn^ P^^ ^^ trouve 



(2) 



(t)., = 



{d + ^')/i —(Pi9i + P«7i)^^. __• (l'i H- ;^')/>i — (/^,r, + V^rjco^ 



IVJx ~Vi9, 



'^tVx — f'i^, 



>. 



/, = 



/»•j = 



(7? 


+ 


95)/», 


• {<!, *•. 


+ 


9, *•,)/. 






9.'-. 


</,r 


a 




(T? 


+ 


O"», 


(»•. 2', 


+ 


'•.?'.)/>. 



^2>, 



n?'. 



9,^1 — ^,9i 



Po«50Ti8 poiir abréger 



(3) 



2>] h pl = F.^r, "71 + </? = -E„, r] + rl = E^„ 



on aura 



(4) 



E,,D, + E,J), + E,,D, ^ o, 
\E,,D, + E,,T), + E,,D^ == o, 



(4') 



J D2 = 



-^•22 ^S3 






f />2^3 = ^^18^,3 



7)2= E^^E^^ — £J^i, 



D3 = E^iE^i — Ei2j 



(4") 



^«A = ^88^11 






J),D, = -Ej,,E,j — E^^E^,. 



Substituons les valenrs (3) dans les formulee (2), on trouvera 



ta. 



^ ^u2jjzAi^ = 



D. 



i). 



/«i = 






B.,/'. 


- *-'.,«. 


f7„Ä, 


ö, 
^..7. 


S«7, 





D. 
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En employant les éqilations (4) on poiirra écrire 



(A.) 



O)^ = 



Eu 


,Pi 




E„Z. 






D, 


... 




EtiPi 




K.x. 






ö. 






EtiP, 




J^s.X. 



E^,a>, —E^^p^ _^,i/i — ^ii^^i 



A 



D. 



^«8^^i — ^%iPi _ ^,i/i — ^"^^. 



SI/1 ■"»»'"'I 



D. 



D. 



^^a^*'! — J^iiPi __ ^\i/i — ^si^x 



D. 



D. 



D. 



On a de raéme 



(AJ 



.0, — ;: — t: ;:: » 



10 



Xy = 



Px = 







ö. 






E»'/, 




^., 


i/». 






^. 






E.a. 




s„ 


./»l 



z>. 



D„ 



__ ^ii/^a ^ ^is^*^» _ ^»w, — g,,/. 



A 



Z>, 



_ ^\l/^i — ^8.1^^» __ ^3«<^t ~ ^8i7a 



Z). 



D. 



D. 



On déduit des^égalités (A^)- 



d'ou 



5,D, = J5,„y„ —E. 



(O 



1*^1 ^13^3 "'^la/^a' 



;iri^^2 = £31/0, — E,3Ä„ 



D = K /S„ — K 



1—8 -"sa^^^a 



1/9 



(B.) 



A^i + I^,Xi + A.iO. = o- 



De raéme on a 



(BJ 



A ^^a + A/a + A/O, = O. 



5. On a déraontré (voir Chap. I, artide 3) que les quantités A,,/,,/^,, 
io^j X^i p^ doivent remplir les conditions 



?^» + ?ri + ?^ = o, 

Acta malhematiea, 12. Imprimé le 30 man IR89. 



3« ' 31^ """ dz 



= o; 



33 
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on aura donc d'apré8 (AJ 

f,. a ( E„p, - fc'.,^. \ , 3 / E..Å. - E„p, \ a / g../.-g„Å. \ _ . 
(5) a"; V Ä / "^ 5;v \ Ä / "^ ^^ V ^i / ~ 

Par les égalités (AJ on voit que cette équation peut 8'écrire d'autres 
fa9on8 équivalentes. De riiéme les quantités A^ ^ /^ i p<i doivent satisfaire 
ä une équation analogue a Téquation (5). 

L'équation (5) peut 8'écrire, par les symboles du premier chapitre, 



^^^ • a^ V IJ. / + ^j \ D, , 



E..J^-E. ^^^ 



et 02 remplira la méme condition. On peut donc énoncer la proposition: 

Si et F ont une liaisoti d^isogénéité, eti décomposant en ses 
parties reelle et imaginaire, on trouve deux fonctions qui remplissent les 
mémes conditions. Ces conditions sont les suivantes 

E..J^^-E..J^\ /e..J^^-e^ '''" 



,f.^ 3 '*d{pc..y) "d(z,x ) ,3 "d{y,z) " d(x . y) 

^ ' 3* V D, ./ + i7, \ F 



E..J^-E. '"" 



Il "djz.x) ''diy,z) _ 

"•" 3« \ V. I —o. 



Réciproquement: 



Si W est une fonction reelle des lignes qui remplit les conditions (D), 
(C) on peut déterminer une fonction reelle P des lignes, télle que W -\- iP 
et F soienf isogénes. 
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En effet, en vertu de Tégalité (C) on pourra poser 



d y (/ V' 

E. . , . — E. 



dP _ ''d(x,y) ''d(z,x) 

) 



<l{y,z) D, 



E..J1—E '"'" 



dP __ ^'d{y,z) '' dix .y) 

d{z,x)^ Z>, 



dP ''d(z,x) ''d(y,z) 



d{x,y) D, 

On tire de la, en vertu de 1 equation (D), 

dr , dp dr . dP dr . dP 

+ t -77 -— + t -r-, -T- : + I 



d{y,z) d{y,z ) ^ d(z , x) d(z , x ) __ d(x,y) d(x,y ) . 

par conséquent le rapport 

dA dA dA 



,, , CO8 HX + -— COS ni/ -f -r- T C08 UZ 

d{y,z) d{z,x) '' d(x,y) 

dF dF dF 

CO8 nX + -y-. COS 111/ + r COS HZ 



d{y,z) d{z,x) ' d(x,y) 

est indépendant de la direction n , A étant egal a r + IF. 

C. Q. F. 1). 

On voit donc que la théorie que nous venons d*exposer est liée a 
celle des équations (D) et (C), de méme que la théorie ordinaire se 
rapporte a celle de Téq nation A^ = o, 

6. Soit maintenant (Pj une fonction des lignes du i" degré telle 
que la condition (D) soit réalisée. 

Supposons quon ne sache pas si elle remplit la condition (C). 
Quelles sont les formules des paragraphes précédents qu'on pourra tou« 
jours conserver? Posons 

d0^ _ ^ d(t>^ _ d0^ __ 

di^)^"^^' ^(77^)"/!' d(x,y)-^^' 

Il est bien clair que toutes les formules des §§ 3 et 4 peuvent étre conservées. 



260 Vito Volterra. 

Il faut reinarquer seulement quon ne smira pas siles quantités w^,)[^. p^ 
(jui se trouvent dans ces formiiles sont les dérivées d^une fonction des lignes 
prises par rapport aux plans coordonnées. Si, au contraire la condition 
(C) est reinplie, alors seulement la condition de Tintégrabilité 

dX dy dZ 

sera' reniplie aussi, et par suite o)^ j Xa^ Pq seront les dérivées d'une fonc- 
tion (?2 *^^'^ ^^^ ^1 + '^2 ^^ ^ aient une liaison d*isogénéité. Nous 
allons employer cette remarque dans les artides suivants. 



. Ärticle 2. 

I. Dans la théowe des fonctions d*une variable imaginaire il y a deux 
paraniétres différentiels du premier ordre qui jouent un r61e bien important. 

Si on se rapporte aux notations du § 2, artide i*', les deux para- 
métres sont les suivants 

l «« fy' ■ Mm' i I 






A V" = 

A uwi ^""dudu '^^dudv dvdnj '' dv dv 

Les propriétés de ces paramétres sont bien connues. En supposant, comme 
dans le §^2, artide i®', que jr, + l(f^ soit une fonction monogéne de 

fl + ifv ^" '^ 

Il est aussi bien connu que le probléme suivant du calcul des variations: 
déterminer la fonction V^', dont les valeurs sont connues au contour du 

champ (Tj en sorte que 7 = - [D^^ ^dudv soit minimum, 
conduit a Téquation 
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lorsque le probléme peut se résoudre par une fonction ¥*' finie dont les 
dérivées secondes sont intégrables. ' 

2. , Nous allons examiner deux paramétres difierentiels qui dans 
notre théorie jouent le röle des paramétres différentiels du i*' ordre dans 
la théorie ordinaire. A cet effet supposons que les deux fonctions 
reelles (P,, CPJ remplissent les conditions 



(6) 



D 



d0. 



+ n 



d0. 



+ A 



(10. 



'd(y,z) ' ^d(z,x) ' 'd(x.y) 



= O, 



(6') 



I)^J^+1) J^^ + D, ^^'' 



'd{y,z) 



^ d(z,x) 



d{x,y) 



== O. 



Posons 



d0. 



d(y , z) 

d0[ 

d(y , z) 



= (O 



1 > 



= (s) 



1 > 



d0. 



d{z , x) 



= Xv 



d0\ ^ , 
d(z,x) X'' 



d0. 



d{x,y) 



= P 



1' 



d0\ ^ , 
d{x,y) P' 



En vertu de ce qu'on vient de dire ä la fin de Tarticle précédent, on pourra 
écrire toutes les formules des §§ 3 et 4 et inéme celles qu'on obtient 
de ces formules en posant un suffixe aux lettres oij j Xi ^ Pi ^ ^^ > X^ > Pr 
Posons 



Nous aurons par les formules (AJ 



Xt,p^ 

'/x>Pi 



(EO 



U = 



j-jj-j^\D^E^^M^co[ + ihE^iX^Xi +'^zJ^\^p\p\\ 



i ^ i ^6 



"^ — B B B [^i^n(^2^2 + A ^'»1/2/2 + I^h^uPqP?]' 



I*'**' 3 



On tire de la 



B = 



\ 



I 


Xi'Pi 


I 


Pt . «*« 

Px s «>1 


I 


•^1 t 


I 




I 


P^, <o^ 
P\> ö>i 


I 
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Par suite on trouve 



^^"^ ^^ = 2-f,-J;-ö-UA^^'(/>./!+/'I^0 + A/^'.2(A,/>;+Ä;/>0+^.-É'«(;f.'J'i-+;^ 



1*^3*^8 



"^ ^^1 *^a *^8 



z>* z 



D] 



(na>; - 


- Pxp'i)(:f\(o, - 


— Pipi) + Ov^I - 


- V'iPi){u^o, — ;>,/>i) 






z>5 




(Pl/l ~ 


■^i^^^iX/^i/i - 


- qio^i) + (ih/i 


q'i<'^x)(VtXi qj<^i) 






Dl 




_ iqxp-i ■ 


- '*'iX^)(qxpt 


^i/«) + iqtPi ' 


^i/«X^«/>i ^'»z») 






D\ 






- 2fiP'i){'^\<o^ 


Vipt) + {U<*^i • 


— lhP%)(r2<0i — piP^) 






D\ 




_ (i^«/« 


qi<o'd{2>tXt ' 


- qi(o^) + (ptX*- 


q^^o^tVtX-i qi<Oi) 



D 



s 



En employant les symboles introduits dans le i*" chapitre on pourra 



écrire 



d 01 d 0\ / d0, d0[ d0, d0[ \ d 0, d0[ 

^^d{x ,y)d{x,y) ^\d(x,y)d(z, x) d(z , x)d{x,y)/ ^ d{z , x)d{z , x) 

D\ 

= etc. 
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3. Posons maintenant 0[ = 0i et rempla9on8 H par ö^, 
trouvera 



263 
On 



(F) 



^<P, 


I 


ZfPi 


I 


Pi » "'i 


I 



O) 



% ' /,t 



Xt 



10 



I ' /I 



Xx 



= —1TWd-^^'^''^''' + ^^^«^^' + A^i,/>!} 



\ t ^ 



^ ~ D B D {^1^28^^? + A^8i;f2 + A^12/>^1 



1"'»"3 



'"~*jD~DD"{^^i-^'>^'^' + ■ö»^«/'i<«i + A-^3s"'i;iril 



1 *'«*'3 



^ £^/>i! — 2ga,/>.^, + g^/ t ^ g»,^;— 2E..Å./>. + g../>i; g.,/! — 2g,.2'.Å. + g,^? 

öj ö; z>j 

_ E„pl — 2E„p,Xt + E„f, _ g», Ål — 2g.tw.j0, + g,.fl; _ g.,^; — 2g.,2-.Å, + g^Å; 



ÖJ 



Z)J 



Dl 



_ (gi.»! — ^•■/x)* + iltPi — *'./i)' _ (»-,«>, —p,p,)' + (yö, —i\p^y ' 



D\ 



Dl 



D\ 



D 



(r,Å. — y.o,)" + (r,Å. — p^,)' (j^./t — g.w.)' + (p./. — ?,Å.-)' 

- = Dl 



D\ 



Il est evident, par les derniéres formules, que B^^ est une quantité 
positive. 

A l*aide des syraboles du premier chapitre on peut écrire 



W<i>, - 



/ d0, y ^»p. <^^. , p (J<i>x V 



D\ 



= etc. 



4. Il faut démontrer maintenant que Ä et # ne changent pas par 
un changement de variables. Soient x ,Tf , z les nouvelles variables. 
Désignons les quantitéä relatives aux nouvelles variables par les mémes 
lettres qui désignent les quantités analogues qui ont rapport aux va- 
riables X , y , z, en pla^ant un trait horizontal au dessus de chaque lettre. 
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Des formules trouvées daiig le i*' chapitre, artide 4, on déduira par un 
calcul tres simple 



(Ti _ d{x,y , z 



(7) 



J)o = 



d{x ,y , z 
d(x ,y , z 



d(x , ij , z 



J) ^d{x,y ,z 



d(x , y , z 



^ ^ dx^ ^dx^ » dx/ 



{"' s + ^. il + «. %} 



De méme en posant 



-Wi = X'iPi — P'iXi > -^2 = Pi<^l 



iö'iPx , 



-^8 = S)'tX\ — Xi 



^1 = XiPi — PiX 



1» 



•^J = /»»Ö*! — "'j/O 



1' 



on trouvera 



M. = 



d{x ,y ,z)\ 1 a« ^ ^ aa; ' ^ a»/ ' 



d(a5, y , z) i 



dx 



^y 







+ 4 




-'» d(i , y . «) v-"» 9T, ^ "*» ay 

Par suite, en vertu des relations (E') on aura 



\ 



\ 



\ 



^=^- = 



'dx *dx '9x 



M. 



D, 


* 3« " 3« ^ dx 


ö. 


J. 




_ J. 



^, 



D. 



9x 9v 9z 



D. 



= e. 



/ *» 



a> 



) > 



4 = (^iXi — /»«' 



1' 



c. Q. F. D, 
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5. Si (Pi et 0[ remplisgent la condition (C) on peut déterminer 
0.2 y <P'2 de maniére que (P, + 10^., 0[ + i0*^, F aient une liaison d'iso- 
généité. On a, lorsque ce cas se présente, 



Ärticle 3. 



I. On tire des formules (7) 
(8) D^di + T),dii + T),cU = j^^^ (/>/^ + DAi + J^M 
Gette égalité démontre que si Téquation 



(9) 



D^dx + I)^dy + l)^dz = o 



est intégrable, cette propriété se maintient apres le changement des 
variables. 

Nous nous proposons d'exaininer dans cet article le cas general. 
Nous examinerons dans Tarticle suivant le cas qui se présente si Téqua- 
tion (9) est intégrable. 

2. Supposons réalisées les conditions (6) et (6') du i""' panigraphe 
de Farticle précédent. Posons les équations différentielles 



(10) 



11 ^^ • la^^y • ^^ dz '^y 



dx 



dz 



aa- 



•il -a^ 1^ ^^2 2 






^..S'+^"i?+«..?-'^.g'+".:f-" 



^•/»i, 



Ä étant une fonction que nous laisserons indéterminée. Il est bien clair 
(voir form. (4) et (BJ) que la troisiénie équation est une conséquence 
des deux premiéres. Bornons-nous a examiner une portion T de Tespace 
ou, si A: , Äj , /, , yOp sont des fonctions monodromes finies et continues, 

Aeta mathfmaliea. 1*2. Imprlmé U 20 mara 1889. *S\ 
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méme les intégrales (p^ et ip^ des équations (lo) jouissent de ces propri- 
étés. On déduit des formules (lo), par les formules (Aj), (4), (4") 



(10') 



11 ^>. "^ ^^ dy 18^* 



dx 



dz 



eJJL^ + eJ:^ + eJ^' 



21 



a.v 



5// 



2:1 



dz 



K. 



^^4. E ^-^A- E ^-^ 



'dx 



B ^f^ + B '^' 

« dz ^ " 3y 


— A-Ä^, 


=■ a* ^ ' dz 


= %». 


^ ay ^ a»!^ 


-*/>,- 



3- 
suppose 



Si on remplace les variables x ^y ^ z par x^y^z et qiie Ton 



on trouve que les fonctions jr, et jr.^ sont liées aux quantités ^^ , /, . ^ö, , 
cS.^,^2>i^2» par des équations analogues aux équations (10), (10'). 
4. A quelles conditions doivent satisfaire jr, et jr^? Posons 



. ^'(fl^f2)-=r. 



aj; 



+1 



+1 



df. 



3.'/ 



i^ng-' + ^.^ + ^.;f-+A,. 



ajff, 



- ". ^o 



3f. 



a^. 



/A " a*' "^ " a.v' "'' " a* ' "^ ^^' a* 
;t\ 31 aa; ^ '*ay ^ " 32 ^ ' a»/ 



2> 



7/ 



3y 

' dz 

a* 



Eliminant Ä, , ;f, , /?, entré les équations (lo) on trouve 



(G) 



^XFi » F2) = o. 



Réciproquement, si la condition (G) est vérifiée, les quantités ä, , ;f ^ , />, 
remplissent les conditions du i" paragraphe de Tarticle précédent. 

5. Supposons maintenant que les équations (lo), (lo') soient vé- 
rifiées par les fonctions (f\^(f\ en rempla^ant a droite ^i^Xi^^Pv^^yX^^P^ 
par AI > /i > /^i » ^^2 > ^2 > /oi- En employant les formules (E') on trouve 
par un calcul tres simple 
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(u) 



H = 



i^f^ /:,' -l_ ^f* v' 4- ^^« A 4- (^^' .V 4- ^^'' v' -I. '^' «' 



dz 



I 



( 






3f i - , 3fi 



^•i ^ ^z Pi) ^ \Zx J ^ 31/ '*^' ^ 



a^ 



1 



^\l 



dz '"i 



Evaluons jkHdS en supposant que le champ S de rintégration soit 
coinpris dans la region T. Nous aurons 



/""«= /'|(l-"i+'^; +*.;) + (1?.K + |'.; +:-?.;) 



rf6^ 



=./ 









</6', 



.v 



Appliquons aux derniéres intégrales le procédé de Tintégration par parties. 
Supposant que S soit limité par la surface a et que n soit la normale 
a a dirigée au dehors de 8^ on aura 



5 t/ I 



ef (T 



dtr 



n 



-ff.0+'4+'é)'" 




= I I jpJ(o>, C08 »a; + /j 008 «»/ + />, cos m) -j- ^J 



,rf(P. 



d(T 



d(T 



/^;(t+|+tV«' 
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Gette formule peut s^écrire 



(I) 






.■>• ./ I ^ > 



D. 



cos ny 






d0[ 



la 



da 



V 



3 /'i''i»/''i — •^'i»/i''\ 



5 












dS 



- r\..'/^i>pi-'^»/>..^.. 






= 9^ 



•2 



z>. 



cos ;/aj 



_| *^ ^ — iii-i cos ni/ 



'^~7i — ^~ ^^^ '^^ ) + Fl -7-^» "^ 






-ff 






rfS. 



ia formule quon vient de trouver est tout ä fatt analogue å la formule de 
Green. 

Prenons (Pi =^ 0\. On trouvera H = O et 



(iv) 



JkddS = i {^2(^2 cosnx + ;f2 cos ny + p^ cos nz) + j^^ -^ 

5 t^' 



rf^ 



i-c^ 



CO. . 3/, , a/>, 



+ - 4- 

dx ^ dy ^ dz 



dS. 



s 



6. Cherchons ce que deviennent les formules qu'on vient de trouver, 
lorsque les fonctions (p^ et (/)[ remplissent la condition (C). On aura 
lorsque ce oas se présente 
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'"^ ~ d{ii,zy x^ '^W^y ^' ^ d{x,yy 



•» / 



c 



w^ , tz</>; , d*; 



'^^ - d{y . .) ^ ^'^ - d{z , X) ' P' - d{x , yy 

U2) ?^ + ?2l + ^==o, (12') ^^^ + ?^^ + ?^^ = o. 

^ ^ dx ^ dif ^ dz ^ ^ dx ^ dff ' dz 

Par suite 

(KO /x.W« = /"(^/^. + ,,^..),/,. 

Nous alloiis (lonnér tout de suite une application de la derniére formule 
en démontrant le théoréine suivant: 

Supposons que cf> = (P, + i(P.2 ^t F soient isogé^ies et qv^ soit 

smis singularités en 6'. Si on connait les valeurs de 0, + i^^^ pour les 

lignes de la surface a, cette fanction est déterminée pour toutes les lignes 
du champ S. 

En effet soient 0' et 0'' deux fonctions qui remplissent les conditions 
posées pour 0. Posons 



On aura 

d0[' _ d0',' _ 

da ^ dff ' 

m 

C est pourquoi (form. {K')) 

JkB^^dS = o. 

8 

k est arbitraire, par suite, on peut supposer qu'il soit positif, est 
toujours positif. 
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Il faiit doiic qu'oii ait 

d'ou 

r/>;" = o. 



C. Q. F. 1). 



7. Supposons que 0j vérifie Végalité (C), on aura Téquation (12) 
et par suite en éliminant Äj, , /^ , ^^ entré .les équations (10') on trouve 
que les fonctions (p^ , (p^ doivent vérifier les équations différentielles 

(G) />, , jr,) = o, (G') -/•K,-jr,) = o. 

Réciproquenient si <f^ , (p^ remplissent les conditions (G), (G') les quantités 
^\ y X\^ P\ i ^'^•i ^X^y Pi obtenues par les équations (10), (10') satisfont aux 
équations 

^i + ?^L + ?^i = o, — ^ + ^^^ + ^^-*- = o. 

a.» dy dz ' ' dx dy dz 

Cela pose nous allons démontrer que les équations (G), (G') dépendent 
d'un probléme du calcul des variations. 

On obtiendra aiséinent par ce qui précéde Texpression de H et de 
6 par les fonctions {Tj , jtj , ^[ , jtj. Nous désignons ces expressions par 

^{^\ > F2 ) f 1 ' fO ^ -^{^i »Fa)' I^aissons les fonctions jTi , jTj , j^I , fj tout 
a fait arbitraires. On pourra écrire 

et par suite 



2 

6' 



Supposons maintenant ^^ = o , ^^ = o sur la surface a qui fornie 
la liniite de S. Par le procédé de Tintégration par parties, on peut 



écrire 



(13) fkH{^,,<^,,<p,,<^',)<is = -f[<p,r{^,, ^,) + <pj\<p,,-f,)¥s 
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d'ou 

(14) ■ lfke{^^■\■<P^^f. + </\)<^s 

s ^ s s 

Soit k une quantité toujours affectée du méme signe. Proposons-nous le 
probléme : 

Etant données les valeurs de jr^ et (p^ sur la mrface tr, déterminer ces 
fonctions de sorte que Vintégrale 



J=;/*%i,f.)^Ä' 



25 



soit maximum ou minimum. 



Pour résoudre cette question, employons la formule (14). Il faudra 
prendre 

et 1 sera maximum si k est négatif, minimum, si k est positif. 

8. Si les fonctions (f^ et (p^ sont assujetties aux équations (G), (G') 
et qu'on en donne les valeurs sur ö-, est-ce que les fonctions (t>^ , (P^ 
seront déterminées? Il est bien aisé de démontrer qu^elles seront dé- 
terminées pour toutes les lignes fermées qui peuvent se réduire a un 
point par deformation continue, sans sortir de la region 8. Mais si le 
champ S n'est pas simplement connexe, il y a aussi des groupes de 
lignes fermées qui ne peuvent pas se réduire a un point sans sortir de 
la region S. Les valeurs des fonctions 0, et (l>^ pour les lignes de ces 
groupes renferment une constante arbitraire. Pour démontrer cette pro- 
position il suffit de prouver que les conditions données suffisent pour 
déterminer Co^ j X\ ^ P\ >^^2 ^ X^' P^- ^^ ^^^* supposons que les conditions 
énoncées soient remplies par les fonctions jrj et (f'<^^ de méme que par 
les fonctions f\' et j^J'. En posant jr| — (py = ^J", ^^ "-: <f'2 = <p'^i\ ox\ 
aura r\(f'^% (f'^") = o, l\(p'^' , — (f\")=^o et sur la surface er, <-[" ^(f',^' = 0, 
En employant la formule (13) 011 Ton doit supposer 

9\ = <px = FI"' 9t == ^'» = f i"' 
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on trouve donc 



fk0(IS = o 



.sr 



et par suite 



« = o. 



C. Q. F. D. 



Ärticle 4. 



I. Examinons maintenant le cas qui se présente lorsque léquation 
(9) est intégrable. ^ On pourra poser 

. D^dx + B^dy + D^dz = Åd/i. 

Il est aisé de démontrer que dans ce cas on peut satisfaire aux équa- 
tions (10) en prenant ^^ = o , k ~ Å. En effet ces équations deviennent 

^^^ . d{y,z) 1' d(z,x) ^^' *d{x,y) ^^' 

Mais on a 

-P.Ä, + 7),;^, + 7),/,. = o, 

c'est ä dire 

on peut donc (voir chapitre I, artide 5) satisfaire aux équations (15). 
On voit aisément que /i et jr^ ne changent pas en changeant les variables 
X y y , z. De méme on peut prendre ^[ = o et Ton peut écrire 

^^5; a{y,z) ■~^'^' d{z,x) ~^»' d(x,y) "" ^> * 



^ Gest dans ce cas seulement qu od pourra rendre constaDts Ics coefficieDts 
2i7,j , ^,^ , . . . , Bjj y D^ , D^ , I)^ par ud chaugeiiieDt des variables. (Voir § I, ariicle 3.) 
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2. Qu'est-ce que deviennent les équations (ii), (I), (K) de Tarticle 
précédent? On trouve 



(,6) 



« = j 



"■ »; +'ix^+ 1? /-; 



dx 



dz 



I 






dX 



dz 



(L) 



fÅHdS 



= /f 3 (ft>; cos f?.T + ;j'i cos w/ + /4 C08 nz) dff— f^(~* + ^* ^^^^j dS 



(M) fXBdS 

S 



s 



Si la condition (C) est réalisée, lorsque nous rempla9ons V'' par 0^ et 0,' 
on a 



(LO 



fXH,^,,dS=J^J^^d.=f^'/-^d., 



(M') 



fXfi,dS= L^^J-da. 

S t/ 



3. Dans le cas qui se présente si (Pj remplit la condition (C), il 
y a aussi d^autres fonnules que nous allons trouver. 
En effet si Ton a 



dx dy dz 



-i-^" = o 



Acta (nathfmatira. 12. Imprlmé le 1 avril 18K0. 
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on peat satisfaire aux équations (lo), (lo') en prenant j?, = o , Ä 
On a 



= ;i 



E 



11 



E 



21 



dx 



^9x ' /i) 






Ö>,, 



3.V 
9f, 






31 



aar 



+ ^3/i?=Vp 






92 



<^(* ' y) 



=■- Pi, 



par suite 



d'ou 



(L") 



(M") 



S */ 

fX0,dS= L/-^da. 

S t/ 



Voila une application de la derniére formule. 

Si la fonction Wj sans singularités dans le champ T, remplit les con- 
ditions 

T) ^^' 4- 7) ^^ I J) ^^' _ 



dx 



j, _^ ;, dyr 

''d(x/y) '''d{z, x) 



+,^ 



i,..4^_E, -"- 



ts 






+ h 






= O, 



et que Von eonnaisse les valeurs de 9' pour les lignes de a, la fonction W 
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est déterminée pour toute ligne du champ S {compris dans T) en supposant 
que Å soit toujours affecté du méme signe en S. 

En effet si iP*' et W[ réalisent ces conditions, posons W[ — V' = 0^ . 
On pourra appliquer la formule (M"). Mais sur la surface ö* on a 



par suite on aura 



(10, 

— - = o* 
da ' 



fX8(lS = O, 



d'ou 

= O, (P, = o, r = r;. 

On tire de lå: 



C. Q. F. D. 



^ = 0^ -\- i0^ et F ont une liaison d'isoffénéUé il suffit de con- 
naitre les valeurs de 0^ ou de 0^ mr la surface limite de . S, pour que 4P 
soit déterminé en S. 

4. On déduit aisément la formule 

(N) 0^1+ <p,' = ^*, + 2^^,,*,' + S(p^'; 

par suite on a 

\fxe^^^^.d8 = -Jxe^,ds + fm^^^-ds + ifxe^.ds 

^ s a 8 8 

= - fX00^dS + - jW^^dS +J^i(&2 cosno; + x% coswy + p^ cosnz)da 



2«/ "^J 2 

^8 8 



f 



f' (^ + 1 + :-?)''« 



8 



Si on prend sur la surface ^, jpj = o, on a sur ^, (^i + ^J = ^i , et 
la formule précédente devient 

i fw,,,,,dS =^ i fX8,,dS + i fX8,.dS - /Vi (^ + ^ + ^?)rf6\ 

S 8 8 9/ ■ * ' 
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On en déduit: 

Pour qtie fXO^/iS soit maximum ou minimwn lorsque les videurs de 

s 

0^ son t données pour les lignes de la surface a, il faut que 



(17) 



3.C 3i/ 33 3x 



D. 



+ 






^y 



D, 



+ 



dr"d{,,x) "d^!,,z) 



dz 



D. 



o: 



0^ étqnt une fonction qui réalise la condition (6). 

Réciproquement supposons vérifiée les conditions (6), (17), etquc ^j 
soit une fonction qui n'a pas de singularités dans le cliatnp T. 

En appliquant la formule (N) on aura 

S S S' J ^ 

a 

Pour que Ton ait sur la surface a 



il faut et il sufilt que 



(t>,+ (t>\= (P,, 






= O. 



On aura donc lorsque cettc condition est réalisée 



s 



On en déduit: 

11 suffU que la condition (17) soit remplie et que 0^ nait pas de sin- 
gularités dans le champ Ty pour que Vintégrale 

fXH^dS 

s 

soit un maximum ou un minimum entré toutes les intégrales fX6q>dS, ¥ 



a 



étant une fonction qui vérifie la condition (6) et qui est égale ä 0^ sur a. 
O a aura un maximum si X est négatif et un minimum si X est positif. 
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5. Supposoiis que 0i + i0[ et F aient une liaison d'isogénéité 
c'e8t a dire que 



a>i = a>j 



•» f 



Xi^^X^y Pi = P2y — tt>2 = tt>i, —j[^=xi^ —P2=Pi 

D'apré8 les équations (10') de Tarticle précédent on aura 



(18) 



_ 7) ?if? = K ^ll 



(18') 



^.f- 


-^.|? 


^.'é- 


-^.^• 


«.i?- 


-aS 


ai» 


2> ^<^. 

»Sa 


"''i' 




n '*"■ 


T) 3<P. 



_ P! ?i?. 



E 



liga; ^ »»a« ^ ^i 



3y 



21 



dx 



+ eJ:P+E 



92 

9f. 



«»9y ' »»9a 



= E, ?^ 



+ i;,,gi+jE;, '^» 



81 a« ' -^82 av ' ^^^dz 



-n%=E^JP^ 



dy 



11 aa; "^ 12 91/ "^ 18 aa ' 



= E. ^-^ 



21 aaj 



+ -^"ä^'+ -^23 ä7^' 



a« 



I)% = E ^-^+E ^ + £ ^^• 



av 



^ 



'88 a^ 



Les foiictioiis f, et j^, doivent satisfaire ä Téquation différenticllc 

(■«)å[K^..g+-^4+^"5)]+é[3KS+-^...*+^..|)J 



6. Soit F = F^ + iF, ; les quantités 

dF. • dF. 



Pi = 



i^. = 



dF. 



?1 



y» = 



rf(a., «)' 
dF. 



' d{x.y) 



■» d(y,z)' '^^^d(z,zy 

jouissent des propriétés suivantes 



'» 



dP. 



«^(« , y) 






ar 



a* ~ ay ~ aa 



= o, 

^iVu + -D,!/, 4- An = o. 



s » 
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On peut donc dét<3rininer deux fonctions /i , ^2', teHes qiic 






l\ 



Pz 



d{z ,x) 



= 9i 



= 9r 



d (x , y) 
d(x , y) ' 



1' 






par suite 



A = - 



d(ft , f^ , fl) 
d{x ,y ,z)' 



A = 



d{x, y yz) 3*' 



jj ^ d{f^,f^, fi)dfi 

2 d{x,y ,z) dy^ 



A = 






En changcant les variables x ^y j z et en prenant x = f^ y y = fi y z = /Xy 
on trouve 

E,, = iy E,,= i, -^33= o; ^,3=0, E,,=Oy E,,=o; 



A =r o, 1>3 = O, 2)3 = 



81 
1. 



Les équations (18), (18') deviendront 



a/; a/; v a/^. 



a^ 



d'oii 
(20) 



J^5 + ij^J = G(/i + ifi y (j). 



Employons la formule (E) du i®' chapitre. 
On au ra 



FJ|Z/]| = np^ cosnx + q^ cos ny + r^ cos nz)da = — ff^d/J^} 



a 



. F^lJLJl =/(2?2 Q.o%nx + q^ cos ny + r, co^nz)da = — ffidjiy 

a ' L 

0^ \[L]\ = r(Äj cos nx 4- ;fj cosny + p^ Qo%nz)da = — ff^2<^/^y 
0^ \[L]\ =J (Äj cos nx + X2 cos ny + p^ co^nz)da = — ff^^dfjLy 
L étant le^contour de a. On en déduit 

F\[L\\ = -/(/i + ;/;')rf/i, 0\[L]\ = -/örf/x. 
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Réciproquement si F|[i]| ét 0\[L]\ sont données par les formules (21), 
Tégalité (20) étaiit satisfaite, elles ont une liaison dMsogénéité. 

7. Proposons-nous la question: quelles conditions doivent étre renijpiies 
pour qu'on puisse poser dans les équations (10) de Y artide précédent ^ 1 = o 
en prenant ^, arbitrairement? 

On peut démontrer aisément, par des considérations bien simples, 
que la condition de Tintégrabilité de Téquation (9) est nécessaire. En 
eflfet, soit 

^.'^-Ag'»*^,. i>.'i - j^.i' =h„ A ^ - 1». & = v, 

on aura 

dxlk dz k dy j "^.^yl k dx k dz J "^ dzlk ay k dx ] 



et par suitc 



r-a D, d D,-| .d^rd D, a d, 



i^j f i. f^ _ 1 ii«i 4- i?i ri fil _ 1 ^'1 -u i<^ ri "• — - f^l = o 

dx [dy k dz k ]'^dy dz k dx k ^"^ dz [dx k dy k ] 



d'ou 



d D, d D, d D, d D, 

dy k dz k ' dz k dx k 



aD. 

dx k 




dyk 


r 0. 




G. 


Q. F. 


D. 



Ärticle 5. 

I. Nous allons inaintenant examiner les operations de dérivation 
et dMn^gration sur les fonctions des lignes qui ont une liaison d'iso- 
généité. Cest par la qu'on va voir comment ces recherches se rattachent 
a celles de M. Poincaré. A cet eflfet il faut introduire des fonctions des 
points de Tespace liées aux fonctions des lignes. Remarquons que la 
definition des fonctions des variables imaginaires peut se donner de la 
fa9on sui vante: soient ^ et ^ deux variables imaginaires fonctions des 
points d'un plan; Vune sera fonction de Tautre, si 

d^ dip dip dip 
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Généralisons cette definition pour Tespace. Soit F une fonction des ligues 
et f une fonction des points de Tespace. On dira que F et f ont une 
liaison d^isogénéité si 

dF df dF df ' dF df _ 

^ ' d{y , z)dx d{z , x) dy *" d{x , y)dz 

On désignera toujours par des lettres majuscules les fonctions des lignes 
et par des lettres niinuscules les fonctions des points. 

2. Cela pose, il est bien aisé de démontrer les propositions suivantes: 
I®) Si entré f et Fy et entré F et il y a une liaison d'isogénéitéy 

f et ont atissi une liaison (Tisogénéité. 

2°) Si Von a des fonctions /J (i = i , 2 , . . . , n) gui ont une liaison 
(PisogénéUé avec Fy il faut que 

f^^\ ^{U>fr» f») ^ .. , o X 

^ ^^ d{x ,y , z) 

Lorsque on aura des fonctions /] qui remplissent les conditions (23) 
on dira qu elles ont une liaison d'isogénéité entré elles. 

3. Supposons que les fonctions (P< (i = i , 2 , . . . , n) soient isogénes 
et que f ait une liaison dMsogénéité avec (P<, on aura 

d0i df . d0i df . d0i df 

+ -jti—j: ^ + TTZ—Tx ^ = o. 



ayy , z) ex a\z , x) cf^y a {x , y) cz 

On pourra donc (voir chap. I, art. 5) déterminer des fonctions ^<, telles 
que 

d(Pi ^ d{f,(pi) d0i ^ d{f, <p i) d(P i ^ d{f,ipi) 

^ ^^ d{y,z) d(y,z)^ d{z , x) d{z,x)^ d{x,y) d{x , yy 

et il y aura une liaison d'isogénéité entre»^^ et ^<. 

Réciproquement soient fp< (i = i , 2 , . . . , n) des fonctions ayant une 
liaison d^isogénéité. Posons 

d (y< , y,) ___ ^ d (y?< , y J _ djfj , y,) _ 



d(y , z) " '"''" d(z , X) Xi,s^ ^;(^. ^ ^) />^„ 



on aura 



dx "*■ av '^ dz "^ 
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Par suite oh pourra déterminer defi fonctiohs 0i, telles qu*elle8 satis- 
fassent aux co^ditions 






= o> 



un 






d{x,y)-P'^'' 



Il est bien clair que les fonctions (P, , ont entré elles et avec ^^ une 
liaison d'isogénéité. 

4. Lorsque on a les égalités {24) on appellera la fonction (P^ conjuguée 
a /* et ^,, et réciproquement les fonctions f et ^/ conjuguées ä tf>,. 

Si i est une ligne dans un champ ou f et ^^ sont des fonctions 
monodromeSy on aura 

0,\[L]\=f<p,df. 



Supposons fixée la directiön positive de la normale n a une surface <?; 
on aura 

-^ = Ä,,, costta? + Xi.* copny -f p^^, cosnz, 

Preooi|s sur ^r des coo^données cprviligneg, telles que les i^irections UyV^n 
so^ent disposées camme les direciions x^y^z. jSi le carré de 1- element 
linéaire est ds^ = Edu^ + 2Fdudv + Gdv^, on aura 



(25) 



d4>i,, ^ l_ 

dij yjEQ — F» 



-»— I 



3^ a^ 

3t4 dv 

aii av 



5. Cela pose on peut exaniiner les opért^tions de dérivation et d*inté- 
gration. Supposons que et F soient isogénes. Posons 



dF 



dijf , 9) : 
d4> 



-^ 



dF 



= o> 



1 

d{9,x\ 



7. = g^ 



dF 



= x 



dix,y) 

d0 

^0",. ?/J'' 



= r 



/>; 



on .aura 



\daj 

Aetm math€matiem, 19. Imprimé U 8 ATrll 1889 



.d(r/ €0 _y _/> 



36 



282 Vito Volterra. 

a étant une surface arbitraire. Nous désignerons le rapport qu*on -vient 

de trouver et qui ne dépénd pas de la direction do par le symbole -^ 

et nous Tappellerons la dérivée de par rapport ä F. Gette dérivée est 
une fonction des points de Tespace. On peut démontrer que la dérivée 
de par rapport å F et les fonctions F et ont une liaison d'isogénéité. 
En effet posons 

d0_ 



on aura 



dw d(o dp . ^w dy dq dip dp ?r 



par suite 



i^. + ? o., i- ^ ^. — \^^ -r 9y -t- 3^. 9\^^ i- a^ -t- aj — o. 



dw dip , dip 

-z: 4. /> -L. 4- 4«_i 
dx^ ^dy^ ' dz 



6. Supposons que f et F aient une liaison 'd'isogénéité. Soit a 
une surface. Lorsque on a établi la direction de la normale n, le signe 

dF 
de -T- est déterminé. La quantité 



d(T 



I 



dP , 



est donc tout a fait définie. Nous la désignerons par le symbole 

ffdF. 

Si on change la direction positive de la normale, le signe dont est aflFectée 
rintégrale change aussi. Si la surface n'est pas fermée nous conserverons 
entré la direction de la normale et les directions des contours la relation 
établie au i*' chapitre. Dans ce cas, par conséquent, la direction des 
contours donne le signe de Tintégrale. 

Si, au contraire, a est une surface fermée formant la limite d'un 
champ S dans lequel n\ f m F n'ont de singularités, nous aurons 
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/ fdlf z= I fl — cos nx + -T? ^ cos w?/ + -yz : cos nz )a(T 






d dF 



z) dy d(z 



P^ a _dF \ 

,x) dzd(x,y)/ 



s 



df dF ^ df dF , df dF 

+ ^ Tf~. I^ I öT. TT. Tx + 



dx d{y , z) dy d{z , x) dz d(x , y) 

On a doiic le théoréme exprimé par la formule 



dS == o. 



(26) 



ffdF = o. 



Si le champ S n'e8t pas liniité par une seule surfuce, mais par les sur- 
faces ö, (i =^ i , . . . , n), on aura 



(260 



TjfdF = o. 



Le théoréme exprimé par les formzdes (26), (26') est utie générdlisation du 
théoréme de Cauchy. 

7. Supposons que les fonctions ^^ (i= i , 2 , . . . , «) aient une 
liaison d^isogénéité, On pourra écrire 



(27) 



[=fif>^d0,^,=j 







Il jL* 

du ' du 

3f< d^ 
do ' dv 



du dv , 



u , v étant des coordonnées curvilignes dont les directions par rapport a 
celle de la normale n sont disposées comme on a établi au § 4. En 
posant 



du 



du- 



d^sj 



^-^'dv = oV„ ^j^dv = dip., 



dv 



do 



on aura 



-/'• 



dfi , dip. 
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Si a est une surface fennée qui renfcrme un chainp S oii il iCy a pas 
de singularités des fonctions (p^y on aura 



(28) 






o* 



•^ 



Voilä une nouvelle expréssion du théoréme de Cauchy généralisé, 

8. Retranchons par des fturfaces ferinées les J)artie8 du champ ou 
ies fonctions f et F ont des singularités. Par des sections linéaires on 
restitue au chainp la connection superficiellc simple. Cela.posé; il est 
clair que toute surface fermée sera la limite d'un chainp ou f et F 
n'ont pas de singularités. Soient L^ et L^ deux lignes fermées doht la 
direction est connue. Appelons — L^ une ligne qui colnctde atec L^ 
luais qui est prise dans la direction contraire de L^. Supposons que, 
dans Tespace sectionné^ on puisse inener une surface par — L^ et ij. 
(Voir chap. I, art. 2, § 3.) 

Prenons la direction de la normale w a ^ par rapport aux directions 
des lignes — L^ et L^ de la inaniére quon Ta établi (voir chap. I, art; 
3, § 3). I/intégrale 



(29) ffdF 



a 



sera déterrainée. Il est aisé de démontrer que la valeur de Vintégrale 

(29) ne dépend pas de la surface a^ mats dépend seulenwnt des lignes L^ 
et ij , En efFet si Ton raéne par — L^ et L^ une surface a^ qui ne 
colncide pas avec a^ les surfaces a et a^ formeront une ou plusieurs 
surfaces fermées. Par suite 

ffdF = o, 

d'oii résulte la propriété énoncée. Cest pourquoi Tintégrale (29) peut 
étre désignée par 

(30) ffdF. 
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Eti changeaiit la directtoii de la normale n oii change aussi le signe de 
Tintégrale. Par suite 

JfdF = — ffdF. 

Snpposotifi qu'on rend la courbe L^ iixe, en laissant L^ variable^ Vinté- 
jgrale (30) deviendra une foiiction de la Irgrie L^. On pourra donc écrire 

et F unt une liaison d'i8ogéiiéité et on aura 

'if - /• ■ 

Cela démontre que la dérivation et de V integration, tellcs qu'on vicnt de 
le«' définir, sont deux operations inverses. 

De ttiéme si les fonctions f, ont une liaison d'isogénéité, on aura 



/d<f, , d^, 
fl 



\='^V^^]\ 



et (P'|[iJ|' aura une liaison d'isogénéité avec les fonctions fi. 

. Soient /* et ^ deux fonctions conjuguées ä h\ fonction Fj on pourra 



écrire 



F\[L,]\ - F\[L,]\ = / I ^ ; 



Nous avons achevé le mémoire en montrant dans le dernier article 
que, lorsqu'on a un systeme de fonctions de lignes qui ont une liaison 
d'isogénéité, on obtient par le procédé de la dérivation des fonctions de 
points fi (i = I , 2 , . . . , n) qui sont liées par les relations 

d{x,y,z) 
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C'c8t pour ccla que les variables fi^fr^ f» doivent étres liées par des 
relations 

(I') 9^i,rMi ^ fr . f.) = o. 

Kéciproquement si on a des variables liées par des relations (P), il. est 
bien aisé de voir qu'il y a entré elles une liaison d^sogénéité. Voila 
le point par oii ces recherches se rattachent a celles de M. Poincaré. 
Le théoréme que nous avons énoncé au § 7, de Tarticle 5 est équivalent au 
théoréme donné par M. Poincaré dans le mémoire sur les résidus des 
intégrales doubles. 

On voit mérae aisément comment les fonctions des lignes peuvent 
se rattacher a une généralisation des intégrales abéliennes. Maisjeerois 
qu'avant d'aborder une telle question il est utile, pour n'étre pas obligé 
de traiter des oas particuliers, d^étendre aux hyperespaces les eonsidéra- 
tions que je viens d'exposer. Ce n'est pas lä une généralisation ou il 
n'y aurait qu'un pas a faire pour atteindre le but. On trouve au con- 
traire quelques diflficultés. En premier lieu, dans un espace a n di- 
mensions on doit considérer des fonctions des espaces a i,2,...,w — i 
dimensions. En second lieu, tandis que les systémes d'équations (9) (chap. 
I, art. 5) peuvent toujours s'intégrer, les systémes analogues qu'on trouve 
lorsqu'on étend la question aux hyperespaces n ont pas toujou^ des inté- 
grales communes. Pour traiter la question dans le cas general, il faut 
recourir a la théörie des intégrales communes aux systémes d'équations 
dififéreritielles aux dérivées partielles. Il faut que certaines condi tions 
soient remplies, afin que les fonctions du i*' degré des hyperespaces puis- 
sent sobtenir par Tintégration des fonctions des points, tandis que pour 
les fonctions des lignes dans Tespace les formules du § 8 sont toujours 
vérifiées. On voit donc que, dans le cas des hyperespaces, on doit trouver 
des catégories de fonctions qui né se présentent pas dans le cas des espaces 
ordinaires. 
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SUR LES RÉSIDUS INTÉGRAUX 

QUI DOMNEHT 

- 

J ■ . 

DES VALEURS APPROCHÉ.ES DES INTÉGRALES 

PAR 

P. TCHEBYCHEPP 

h. S:t Pf^TBRSBOURG. 

(Traduit du russe' par I. Lyon.) 

§ I . Dans un mémoire sur la representation des valeurs limites des 
intégrales par des résidus intégraux, communiqué a Tacadémie des sciences 
le 8 octobre 1885,' nous avons montré comment, d'aprés les valeiirs 
données de 2 m intégrales 

h h ' b 

ff{x)dx , fxf{x)dx , . . . , fx^'^^^f[x)dXy (a et b réels, et a < h) 



a 



on peut trouver les limites les plus étroites de la valeur de Tintégrale 

ff{x)dx 

a 

si la fonction inconnué f{x) reste positive pour toutes les valeurs reelles 



* 061» HHTerpajibHiixi» BuqeTaxi», AOCTasjiiiioii^Hxi» npHÖJHaceHHUA bojihhhhii 
HHTerpaviOBi». SanHCRH MMnep. AKa;i;eMiH HavKi. Tom^ 55, KHHacKa 1. ITpHJo- 
acenie, .^ 2. C.-IIeTepÖyprL. 1887. 

' TradaotioQ fraoQaise, ce journal t. 9? P* 35* 

Aeta maihematicm, IS. . Imprim^ U 8 ATrll 1889. 
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de X entre a; = a et rr = 6, et si la valeur de v est comprise entré a 
et b. Ces liinites, comine nous avons vu, sont données ^ar les formules 
suivantes : • 



/ « 



(O 



«+«» 



fr{T)dx < t F{z), 

t/ a — to 



a 



r— <o 



ff{x)dx> lF{z\ 

^ a 



011 Öl est une quantité positive infinitnent petite, et JP(;8?) une fonction 

rationnelle qui s obtient facilement en développant Texpression 

b h b 

ff{x)dx fxf{x)dx fx^'^-^f{x)dx 

en fraction continue 



«i« + A 



«•« + A 



• • 



\ • % 



En effety en posai^ 



^m^\(z) a^z + [i^ — 



«,» +Ä 



ym(g) .^ ^ I 



«,« + Ä 



elle est donnée par les formules 

1- ■ ■ 



») 



F{z) = 



«i 2 + /^I 



«, « il- Ä 



i^ = ^(ä; — t») + 






öflT» + fim 



I. 



flm-tl ^ + y9m-l 



«m2 + ^m' 



«iH«^ + ^m ^ 



Sur les résidiis intégraax qui doDDent des yalcurs approchées des intégrales. 289 

oii y désigne la plus grande des deux quantités 

I r s^m-l( a) ^m>-l(t?) "1 

En substituant a la fraction continue 



«i« + A 



«.« + Ä 



tt m^ T iC/ii» -^ 



la fraction ordinaire qui lui est égale 



et en posant 
(3) 



on aura 



y>„(z).g— y«-i(g) 



En portant cette valeur de la fonction F(;2?) dans les formules (i), 
nous trouvons 



fMd^<ll 



— o» * * 



r— o» 



^.(«) 



ou bien 



a a—w *^ 

a a— CO 1^ ' 9- to ^^ * 

Actm mat h^ ma fira. 12. Imprtm^ le 1 aTril 1889. |^7 
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Or, les résidus intégraux 






C^ 0Åz) <^ 



v — <o 



M 



oii O) désigne une quantité infiniment petite, 8'éteiident seulement snr les 
valeurs voisines de z =^ v\ et comme cette valeur de ^, qui annule 0^{z) 
en vertu de (2) et (3), coYncide avec rune de leurs limites, on aura 



(l>M 



r+o» 



0,{Z) I (/>o(t>) 



<^ 0ÄZ)^ O 0(z) 2 0\{v) 

V— tu »^^ t» i^ ^ *\ / 



et les derniéres formules nous donnent 



(4) 



^.(») , *o(v) 



a a—w »^ ' »\ / 



<Po(«) <Po(») 



a a—w »^ -^ *\ / 



On voit par la que la difiFérence entré le résidu integral 



O 



OoW 






a — to 



et Tintégrale 



ff(x)dx 



a 



est an plus égale ä la fraction 



(l>o{v) 
20[{V) 



Cest la plus grande approximation avec laquelle la valeur de Tintégrale 

ff{(c)dx 

a 

peut étre déterminée d'apré8 les valeurs données de 2m intégrales 



ff{x)dx , fxf{x)dx , . . . , Trr^'"~'Y(a?)rfir, 



(f 
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si par rapport a la fonction inconnue f{x) on sait seuleinent qu elle reste 
positive pour les valeurs reelles de x entré a; = a et o? = ft. 
Nous allons rnaintenaiit étudier la fraction 

et quelques formules qui peuveut nous conduire ä la déterniination de 
sa limite supérieure. Dans un cas particulier *trés rernarquable nous 
trouvons par ces formules la limite supérieure de la fraction 

(l>o{v) 

SOU8 la forme diine fonction du nombre des intégrales données 

h b b 

Jf\x)dx y fxf{x)dx , Jx^f{x)dx , . . . 



a 



et qui tend vers zéro quand ce nombre augmente indéfiniment. 

§ 2. Nous profiterons ici de quelques resultats que nous avons ob- 
tenu dans notre mémoire sur les fractions continues. ^ Dans ce mémoire 
nous nous sommes occupé de la fraction continue 



a,z + Ä 



«.2f + /?, 



«3« + Ä 



qu'on obtient en développant la somme 



I^Z — Xi Z — X^'* Z — X^ " ' Z — Xn^ 



o\x les quantités 

sont toutes reelles et distinctes, et les 

e\x,),e\x,),...,e\x,) 



' o HenpepHBHHXT» ApoÖHXt. 3anH0KH AKa;i,eMiH HayKt, t. 8, BHnycKi» 

5. — Traduction fran9aisc. Journal do Liouville, tonie IG. 
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des quantités positives quelconques. En désiguant par 

^o(-g) fM 9Å^) 

les réduites de la fraction continue, nous trouvons, en vertu des foniiules 
démontrées dans ce mémoire, les égalités suiväntes: 

(5) ]-=^i:exx,)f,{x,i 1= i:d\x,)f,{x,), 1= Y0\x,)f,{x,), . . . 

"i "t "a 

qui montrent que les coefificients 

sont tous positifs. Il résulte de la que les preiniéres termes des fonctions 

ordonnées suivant les puissances décroissantes de ;8f, auront des coefificients 
positifs. 

D^autre part, comme nous avons vu dans ce méme mémoire, pour 
toute fonction entiére f^{z) d'un degré inférieur ä /i on doit avoir 
Téquation 

(6) Tax,)é,{^,)0\x,) = o. 



De cette équation nous allons déduire quelques propriétés des fonctions 

dont nous nous servirons apres. Pour cela nous remarquons que la 
derniére réduite 

doit donner la valeur exacte de la somme 
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et son déiiomiiiateur ^„+i(^) scra une fonctioii eiitiére du degré (n + i) 
de la forine 

o\\ c désignc un coefficicnt constant. Lexpressioii 



(« — a?AX« — »A+i) 



[A-0,1,3,....(H-1)] 



sera donc une fonction entiére du degré (n — i), et d^aprés (6) on devra 
avoir Téquation 

qui se réduit en vertu de (7) a Tégalité 
d'ou nous déduisons 

P 

Or, les racines 

XojX^yX^y...yX^ de ^«+l(^) 

sont toutes reelles et distinctes^ et en les supposant disposées dans Tordre 
de leurs grandeurs on voit que la dérivée 

aura des signes contraires pour les deux racines consécutives Xx et Xx^i^ 
et par conséquent la fonction 

aura aussi des signes opposés pour z = Xx et z = Xx^u c. a. d. entré 
deux racines consécutives quelconques de 

on aura au moins une racine de 
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On voit par la que les n racines de 

seroiit toutes réellcö, distiiictes et öituécs respectiveinent dans les n in- 
tervalles des (n + O ^a^ii^cs de 

En désignant par 

0(/Q y Xi y X^ J • • • j ^n — 1 

les racines de . 



ft 



disposées dans Tordre de Icurs grandeurSj on aura la serie de grandeurs 
croissantes 

6 3. Les n racines 

1 - . - 
x'o,x[,...,x'„_i do ^,(^) 

• . • • • 

étant inégales, la décomposition de la réduite 

\ \ ■ ■ 

• • - t 

y»(g) 



en fractions simples nöus donnera la somme 

\ / /A /'«^ / "T , "t" • • • "t" / 

oii, coraine il est facile die voir, les numérateurs 
sont tous positifs. En effet, les fonctions 



« • « • 



des réduit.es 



f^l et ^^+^^^^ 
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8ont liées par la relation 

En divisant les deux membres de cette égalité par 



et en y faisant 



nous trouvons Tégalité 



^«(«)S^«+i(ä) 




(/x = 0,l,...,»«— 1) 


-8? = a?; 






S^nlaJp I 




• 

(/[issOylyS, ...,n— 1) 


S^i(«P 4>nWi)*pn 


+ l(«/t) ' 





Pour déterminer a Taide de cette égalité le signe de la fraction 

y*»^^^ (Ai=0,l,2 n-1) 

m 

nous remarquons d'abord que le produit 

sera positif pour z =^ co, puisque les premiers termes des fonctions ip[z\ 
ordonnées par rapport aux puissances décroissantes de z, ont des coeffi* 
cients positif s (§2). 

Si maintenant on passé de ^ = 00 a -la plus grande racine z = x'^^^ 
de (pn{z)j la fonction ^„+i(^) changera son signe en passant par sa racine 
z z=i x^y tandis que la dérivée <pn{z) nayant pas de racine entré z = x'^_^ 
et ;2? = 00 conservera son signe. Le produit 

sera donc négatif pour z = ici_i, et il est facile de voir qu'il conservera 
sa valeur negative pour toutes les racines 

z = x'^jX[jX'^,...,x'^^^ de ^„(^), 

car, d'aprés le § 2, entré deux racines consécutives de ipn[^) ^^ trouvera 
toujours une raoine pour chacune des fonctions <pn{z) et ^^'„+i(-2?), en vertu 
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de quoi leur produit doit avoir le méme signe pour toutes les racines de 
<pn{^)> Ainsi, le produit 

• * 

sera négatif pour les valeurs de 
et la fractiou 

sera positive pour /£ = o,i,2,...,w — i. 
Posons 

et la Romme (8) prendra la forme 

j, /-\ — T T T "T • • • i ; • 

Ainsi, connaissant la décomposition de la réduite 

SPn-n(g) 
^». + l(«) 

en une somme de fractions simples de la forme 



■ ■ -It 

<*=0 



4^ Z — Xi 



ou les Xi sont» toutes des quantités reelles et distinctes, et les tf'(a?<) des 
quantites positives quélconques, on pourra. aussi décomposer la réduite 



'^ yn(g) 

en une somme de la mémö forme 



£ 



fia^Q Z Xti 
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dans laquelle les quantités x\^ sont aussi toutes reelles et distinctes, et 
les d\[x\^ des quantités positives. De plus, les quantités x^ et x'^ dans 
Tordre de leurs grandeurs formeront, comrae on a vu, la serie sui vante: 

En passant de méme de la décomposition de la réduite 

f«(«) 



4\{^) 



a la décomposition de la réduite 



9n-M 

et ainsi de suite, nous trouvons pour ehacune d'elles une décomposition 
de la forme 



(fi{z) Ofizo) , 6!(zi) 



<PM 



+ 



Zo Z Z\ 



+ ...+ 



z — Zl-l 



ou les racines Zq y z^ j , . . , Zi^^ de (pi{z) sont toutes reelles et distinctes, 
et les d]{z) des quantités positives. De plus, en désignant par 

'V « Af /y * /y 

^0 > "^1 > ^2 J • • • ) ^l—'l 

les racines de ^i-i{z) et en les disposant avec celles de ^i{z) par Tordre 
de leurs grandeurs croissantes, nous trouvons la serie 

^0 j Zq y Zi j Zi , . , , j Zx , Zx j Zx^i j • • . j Zi_2 j Zf..^ j 

dont les termes sont tous compris entré Xq et x^. 
§ 4. Revenons a la fraction continue 



«i^ + i^i — 



a^z + /?, — . 



que Ton obtient en développant Texpression 



f^mZ + fim 



b 



/ /Xx)d,i' I xf{x)dx 

__ + !___ + 



fx^"'--^f{r)iU 



z z 

Actu mathematica. 12. Impriué le *2'J mars 1880. 
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en fraction continue et en s^arrétant a la m**""® réduite. Cette expression 
ne différe de Tintégrale 



m 



dx 

X 



que par les termes 



fx^'^f(x)dx fx^'^^^f(x)dx 



I . ^^m^«l "T" • • 



^Sm-fl ' ^3m4-2 



et coinme ces termes n ont aucune influence sur les m premiers dénomitia- 
teurs de la fraction. continue, nous pouvons, en nous bornant aux m premiers 
termes, la regarder comme provenant du développement de Tintégrale 



J ^— « 



^(^) dx. 



Or, cette intégrale, oii, par hypothése, la fonction f{x) reste positive pour 
les valeurs de x entré o et 6, peut étre régardée comme la limitc de la 
somme 



r 






dans laquelle les quantités Xi désignent une serie de grandeurs croissantes 
de Xq = a a x^ = by et les ^^(^,) des quantités positives choisies con- 
formément aux valeurs correspondantes de f{x)', et nous en concluons, 
d'aprés le § 2, que les coefFicients oti , »2 > • • • j o^m de la fraction continue 
en question auront des valeurs positives, définies par les formules 

\9) «i ^ ~ r ~~ ' ^-i = "i; 5 • • • > «m — ~6 > 



j\kx)l\x)iU fi/;i(x)/'(x}dx filL-i{x)f[x)dx 

t' t.' t/ 



a d 



et que les dénominateurs ^,„(^) et ^,„ ,(^) des réduites 
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auront toutes leurs racines reelles, distinctes et comprises entré ö et 6. 
De plus, en désignant par 

^0 > ^l > ^2 ) • • • y ^m— 1 

^0 5 ^1 > ^2 ) • • • > ^m—2 9 

les räcines des fonctions ^m(^) ^t ^m-i(^)> dans Tordre de leurs grandeurs, 
on devra avoir la serie suivante de grandeurs croissantes: 

Tout ceci doit avoir lieu, bien entendu, si les intégrales 



b b b 



ff{x)dx , fxf{x)dT , . . . , fx''"*--'f{x)dx 



a 



peuvent prendre des valeurs données pour f{x) positive entré a et b. 
§ 5. Nous venons de voir que, si les valeurs données des intégrales 

fr 6 b 

ff{x)dx, fxf{x)fly., . . . , f x"""-' f{x)dx 



a a a 



sont possibles pour /"(rr) positive entré a et J, la fonction ^Am(^) déter- 
minée par ces valeurs ne peuf pas avoir des racines hors des liraites a 
et 6. Deux cas peuvent donc se presenter: i) aucune des racines de 
^rn{^) n'atteint ni la limite a, ni la limite J, et 2) Tune des limites a 
et b ou toutes les deux annulent la fonction ^m{^). Nous allons d'abord 
examiner le second cas qui d^ailleurs se présente tres rarement. 
En regardant Tihtégrale 



J 



b 

A*) 



dx 



Z — X 

a 

m 

comme la limite de la somme 



£ 



Z — Xi 



ou l'on a Xq = a y Xn = by et en remarquant que, d'aprés le § 2, le dé- 
nominateur de la derniére réduite 
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égale a cette somme, est le seul qui peut 8'annuler pour z = x^^ = a et 
z = x„ = bj nous en concluons que, dans le cas consideré, la somme 



t=« 



z 



H'(z,) 






et par conséquent Tintégntle 



o 

I z — X 



(loivent étre égales a la réduite 

Or, cette fraction se décompose en une somme de fractions simples de 
la fonne 

et pour que cette somme puisse étre égale a Fintégrale 



/ 



«" ,IT, 



Z — X 

t.' 

a 



il faut que la fonction f{x) 8'annule pour toutos les valeurs de x com- 
prises entré a et />, qui ne sont pas dans le voisinage de 

X = Z,^j (/A=0, 1,« m-l) 

et que pour les valeurs de x infiniment voisines de 

X =^ Zq , 01 j , , . j Zfn-\j 

elle ait des valeurs telles que les intégrales 



jf{x)dx , ff{x)dx , . . . , Jf{T)(b 



Zt — tU 2ni—l-Ot 



se ra menen t, lorsque o) devient nuUe, aux valeurs 



' ./ / \ ' • •^' j 



4'm{Zo) (!L{Z\) V''m(^/i*-l) 
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Avec une telle fonction f[x) Tintégrale 



ff{x)dx 



a 



se raniéne au résidu intésrral 



O' 



fm(«) 



a — m* * 



pour tontes les valeurs de v en tre les limites a et J, différentes de 
^0 , ^i , . . . , z^_^. Quant aux valenrs de v = Hq , e^ j . . . ,^m-i' ^^ voit 
que pour ces valeurs de v Tintégrale re9oit des accroisseinents brnsques, 
égaux respectivement a 

^m(Zo) fm(gl) fm fal- 1) 

et par conséquent pour v = Zq,, ;?,,..., z^_^ sa valeur ne peut pas étre 
eomplétement détenninée. 

§ 6. Passons au cas general lorsque ni ö, ni b ne satisfont pas 
a réquation 

^'m(^) = o. 

Nous allons d*abord montrer que la quantité ;- qui figure dans nos for- 
nuiles est une quantité positive. En effet, d'aprés le § i on doit avoir 
les inégalités 

j. > .._ ^ p^i-i(«o _ 5^n-l(v2^ 






En les nmltipliant respectivement par les quantités positives i; — a^b — v 
et en les ajoutant ensuite membre a membre, nous trouvons Finégalité 

Or, les termos les plus élevés dans les fonctions ^^^i{z) , ^m(^) ayant 
des coefficients positifs, on devra avoir 
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et comme toutes les racines des fonctions <p^^\{z) , tp^{z) sont plus 
grandes qiie a et plus petites que 6, on aura aussi 

en vertu de quoi Vinégalité précédente iious donne 

^{1) — a) > o; d*ou ^ > o. 

La quantité ;*, comme on a vu dans le § i, sert a déterminer la fonc- 
tion 0^{z) qul, en vertu de (2) et (3), sera donnée par la formule 

dans laquelle, comme on vient de le voir, la quantité y est positive; et 
comme de plus les termes les plus élevés dans les fonctions ^„,(-?) , tprn-\{^) 
ont des coefFicients positifs, cette .formule nous donnera 

ou le signe supérieur correspond au cas de m pair et le signe inférieur 
au cas de m impair. Si maintenant on fait dans cette formule ^ == ^^, 
-2^1 > • • • ? ^m-i> ^^ aura, d'aprés le § 4, 

<^i(^,) = — (!\u \{^i\ ^'■-'^'''^ — '> 

de sorte que pour la fonction <l>^{z) nous trouvons- 

On voit par la que les m + i racines de la fonction 

sont toutes reelles, distinctes et séparées par les m racines de la fonction 
§ 7. En désignant par 

^0 > Si ? • • • > Wi 
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les racines de la fonction 
nous trouvons pour la fraction 

la décomposition sui vante en fractions simples: 






(<-0, 1, .... m) 



011, coinme il est facile de voir, les facteurs 

sont.tous positifs. En effet, des formules (3) on déduit facilement Tégalité 

Comine le second mernbre, d^aprés une propriété bien connue des réduites, 
est egal ä Tunité, nous aurons l'égalité 

En divisant les deux menibres de cette égalité par 



et en v faisailt 



nous trouvons Tégalité 



Z-Ci 



Z = Ci9 



(<«"0, 1, ..., m) 



«/>«U'() 



(i==o, l,...,m) 



Pour déterminer ä laide de cette égalité le signe de la fraction 
nous remarquons .d abord que le produit 
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sera positif pour js = cx), puisque les termes les plus élevés dans les 
fonctions ^^(^) et 0[{z) ont des coefFicients positifs; et coniine les racines 
de ^fn{^) et 0[{2) sont toutes plus petites que la plus grande racine Cm 
de 0^{z) (§ 6), on voit que ce produit sera aussi positif pour z = Cm» 
Il est facile de voir que ce signe + le produit le conservera pour toutes 
les racines 

^ = Co, Cl,-.., Cl d^ 0M 

car, entré deux racines consécutives quelconques de 0j{z) chacune des 
fonctions ^m(^) 6* 0i{^) ^^^^ toujours une racine seulenient (§ 6), en 
vertu de quoi leur produit aura le méme signe pour toutes les racines 
de 0^{z): On aura donc bien 

c!>o(G) 



(PlCi) 



> o 



pour les valeurs de i = o , i , 2 , . . . , m . 
Ainsi, la fraction 

0,izy 

qui, comme on a vu dans le § i, est égale a la fraction continue 



«,« +/?, — . 

I 

I 

z 

se raméne a la sornme 



OtmZ + iim 7^9 



i = m 



I 






^*;(C0^- el- 
dans laquelle les quantités C ^ont toutes reelles et distinctes, et les J^J. 

des quantités positives. Comnie cette sonime ne différe que par les no- 
tations de la somme 



t <=>/! 



que nous avons étudiée dans le niéinoire précité bur lei> fnidious conHuu^s, 



y 
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on tronve, d'apré8 la formule donnée ä la fin du § 5 de ce ménioire, 
régalité suivante: 




D'aprés les forrnules (5) nons trouvona 

en vertu de quoi Tégalité précédente peut 8*écrire 



</>o(c;) 

M-o 

d'ou Ton tire la formule 



'l!«...^'.:(c)|^5^i, • 



■^.(C>) 



u » w 



(i«0, 1,2, ...,m) 



^^?„«/*+iV^*tCO 



dans laquelle le dernier coefficient a^^i sera egal a j-j coefficient de z 
dans le dernier dénominateur Z. Ainsi pour toutes les racihes ;8f=f CjCi» 
• • • > C ^^^^ ^i(^) on aura 






n = m ^ 



2^«u+iV'vf«) 



«=.0 



et comme,. en vertu de (2) et (3), z == v annule la fonction 0i{z), on 
obtient la formule 

(I>o{v) I I 



§ 8. Dans le § i nous avons montro que les limites de la diffé- 
rence entré Tintégrale 

ff{x)dx 

a 
Aeta mathfmafira. 13. Imprtm^ le 3 rtHI 189<>. 39 
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ct le résidu integral 



. 1» 






a— <u 






sont (lonnéeä par 



2 0\{v) * ' 2 0[{v) ' 



et Ton voit craprés la valeur trouvée de la fraction • 

(P[{v) 

que le degré d'approximation avec laquelle le résidu integral 



Ö 



a— tu 






donne la valeur de Tintégrale 



J'f{x)(/x 



sera déterminé par la fraction 



(lO) 



2a\i/i{v) + «2v''i(^) + . • . + ««v'i-i(v) + n^^miv) 



dans laquelle la quantité /- seule dépend des limites a , b des intégrales 
considérées. Cette fraction augmente lorsque /- diminue, et elle diminue 
lorsque /- augmente. Comme la valeur de ;- qui est toujours positive sera 
nulle pour a = — oo , ft = co, et deviendra infiniinent grande pour 
^^{a) = o ou ^to('0 = o (§§ i et 6), on voit que la difFérence entré 
Vintégrale 

J'f{x),h 



et le résidu integral 



a— tu '^ ' 



tendra vers zéro si a ou /; s'approche indéfiniment de la valeur d'une 
racino de f/*m{^) et si v n'est pas racine de cette fonction, ce qui est 
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bien coiifornic uux resultats auxqucls nous soiiiincs arrivés dans le § 5. 
La limito (10) de cctte diflférence atteindra au contra ire sa plus grande 
valeur pour a = — co , & = co et se réduira pour ccs valeurs des limitcs 
a j b h Vd fraction 

(^0 



Il est facile de voir que la valeur de cette fraction diminue lorsque le 
nonibre m augmente, et qu'elle deviendra nulle pour m = 00, si la serie 

est divcrgeiitc. Cette fraction dépend évidemnient de v aussi, et par 
conséqueiit, selon la valeur de v, le rcsidu integral 



a— O» • ■ 

donnera la valeur de Tintégrale 

a 

avec une approximation plus ou moins grande. Il est cependant facile 
de montrer que pour certaines valeurs de v la valeur de la fraction (11), 
et par conséquent aussi la valeur de la fraction (10) dont elle est la 
limite supérieure, sera plus petite que 



(I 



En effet, en désignant par D la plus grande valeur du dénominateur de 
la fraction (11) pour a <v <by nous trouvons Tinégalité 

f[o^,fo{v) + a,ip-i{v) + . . . + a^f„ .Åv)]f{v)dv < Dff{x)dx, 

et comme d'aprés les formules (9) le premier membre de cette inégalité 
se réduit ä m, on aura Tinégalité 

VI < Djf{x)dx 
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ou bien 



6 . 



On voit par la que -yr qui, conforrnément ä notre notation, rcprésente la 

plus petite yaleur de la fraction (ii) pour les valeurs de v comprises 
entré a et 6, sera plus petite que 



)-ff{x)xlx. 



Donc, quelles que soient *le8 liinites a et 6, la diflférence entré Tintégrale 



fmdx 



et le résidu intésfral 



O' 



CM 



9 zi 

a—w l^ * 

ne peut*pas surpasser la valeur de la fraction (ii) 



ou bien de la fraction 



(12) 



2 ^l{v) , i!^\{v) ^1-a{v) 

b "T 6 T" b 

f^l(x)ax)dz f</>]{x)f(x)dx f ^'l_i(x)ax)dx 

a b a 

qu on obtient en renipla9ant dans (i i) les coefficients a par leurs valeurs 
tirées de (9). 

Les fonctions 

sont déterminées, comme on a vu, a Taide du développement de Tintégrale 






/■(^> dx 



Z X 
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en fraction continue de la forme 



«.* + A 



a,3 + /?, 



«.^ + Ä 



Et coinine la valeur de la fraction (12) ne change pas lorsqiron inultiplie 
les fonctions ^ par des facteurs constants quelconques, nous pouvons y 
prendre pour les fonctions 

les fonctions que Ton obtient en développant Tintégrale 



J « — * 



^^-') d. 



en fraction continue de la fornie 






^' + i^-iKiT'- 



a"z + r — . 



les p étant des quantités constantes quelconques; car, le changement des 
quantités />!,/>,,... équivaut, comme il est facile de le voir, ä Tintro- 
duction de facteurs constants dans ces fonctions. 

Nous' venons de montrer comment on détermine les limites de la 
diflférence entré Tintégrale 

et le résidu integral 



dans le cas qu Ton donne les 2m intégrales 

b b b 

ff{x)dxyfxf{x)dxy . . . y fx^'^''^f{x)dx 
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et 81 Ton sait quc la fonction incoiinue f{x) reste jiositive |)our Ics valcure 
de X entré a et b. Il est facile d*en déduire les liinites de la diifé- 
rence entré les intcgrales 



ff(x)dx , ff^{x)dx.. 



si Ton a les égalités 



" 

(13) Jx'f^{x)dx =fx*f{x)dx («-•.».» -"-D 

ad' 

et 81 la fonction f^{x) reste aussi positive pour les valeurs de x entré 
X = a j X = b. En eflfet, dans ce cas on aura les inénies résidus inte* 
graux et les mémes limites des diflférences entré les intégrales et les résidus 
intégrauxy et par conséquent la diflFérence entré les intcgrales 

v c 

ft\ X ) dx et jf\ ( X ) dx 

a a 

ne pourra pas surpasser le doublc de la litnitc de la diilercnce entré 
chacunc de ccs intégrales et le résidu integral 






I 



a—w 



Donc, si les égalités (13) ont Heu pour deux fonctions f{x) et f^{x) qui 
restent positives pour les valeurs de x entré a et J, la différence entré 
les intégrales 

r r 

ff{x)dx,ff,{x)dx 

a a 

ne pourra pas surpasscr la valeur de la fraction 

(14) - 



,», X f«/..\ ...» 



"1 Ä T • • • "T 



f ,pl(x)f{<t)dx ffiix)fix)dx ' f 4L-i{«)f{x)dx 



(I 



quclles quc soientles limites a et b. 
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§ 9. Comme exemple de rapplication de nos fonnules nous allonfl 
maintennnt considérer le cas oii Ton a 

a = — CO, ft = co, f{x) ='^e'"^^\ 

\l2n 

• 

Dans ce cas, comme on va le voir, la limite supérieure de la fraction 
(14) pourra étre déterminéc quelle que soit la valeur de Vj et il en 
résulte un théorémo qui pe.ut avoir des applications utiles dans la Théorie 
des Probabilités. 

I)'aprés les formules données dans notre mémoire Sur h dévdoppe- 
ment des fonctions ä une seule variable,^ dans lequel nous avons étudié le 
développement de Tintégrale 




en fraction continue et les réduites 

yo(^) y,(a?) ^\{X) 

nous trouvons que, dans le cas que nous considérons maintenant, les 
fonctions 

pourront étre représentées par la formule 



H^) == ö 



T'' tVe ^ 



dz* 



et qu'on pourra les calculer successivement a Vaide de la formule 
(15) i/*,{z) = — q^Z</fi^,{z) — (i — l)?V*-«(^) • 

et Tégalité 



' Bulletin do lAcad. Inip. des Sciences de St, Pi^tersbourg, T. I. 1859. 
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D'autre part nons trouvons d^aprés ce niérne mémoire la formule 






pour le oas de 



. fl' 



a = — CO, & = cx), f(x)r=-^e ' . 

V2;r 

En vertu de cette formule* la fraction (14) qui détermine les limites 
de la différence entré lea intégralea 

ff{T)dx , ff,{x)clx 



a 



fle raméne pour le oas que nous examinons a la fraction 



dans laquelle les fonctions ^{v) seront déterminées par (15). 

Pour déterminer la limite supérieure de cette fraction nous cher- 
cherons la limite inférieure de son dénominateur 

^(v) , ^v) V^4-i ( v ) . 

I "^ I . (7» "^ • • • "^ I . 2 . . . (m — i)(f''^-'' 

En posant 

nous remarquons que ce dénominateur est egal a la somme 






Pour trouver la limite inférieure de cette somme nous allons d'abord 
déterminer la fonction 0{t) définie par 



{-o 



ou / désigne une variable quelconquc. 



i 
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§ I O. Pour déterminer la fonction 9{t) nous remarquons que d'a];irés 
(15) on aura 

^i{v) = — ?V^,_,(t;) — q\i — i)^i.,{v), 
<f>i-i{v) = — g''v^i_,{v) — q\i — 2)^,_,(t;), 
d*ou Ton tire 

fi{v) = q*vY,_,{v) + 2{i- i)?V^_,(t;)^,_,(t;) + (i- i)'(?V?-,(t'), 

et en éliminant entré ces deux équatiqns le produit ^i^i{v) ^^^^{v) nous 
trouvons la relation 

fM - q'{g'v' - i + i)[if>U{v) - {i - i)q'fU^)] 

Si maintenant on y remplace les fonctions 

fi{v) , fi-,{v) , f,.,{v) , f,_,{v) 
par leurs valeurs tirées de (16), on aura Téquation 

iT, — {q'v' -i+t) T,_, + {q' v' — i + O 2',_i — {i — 2) T,_, = o. 

Multiplions tous les termes par i^ et faisons la somme pour'toutes les 
valeurs de i, de i = o a t = 00; nous aurons alors Tégalité 



TiT,t*-T(q'v'-i+ i) Tt_,t*+ T(o'v'-i + i)T,..,t*- T (i - 2) Tt_,t* = o. 

En remarquant que d*aprés (i6) on a 

^-1 = ^-2 = ^-8 = o, 
nous trouvons 

i-O <-»l <-0 

i:(5V— i + i)2;v = 5:(«?v— » + i)T,_,t* = T{q'v*—i— i)t/+', 

i — o <"2 <«=0 

'i: (i — 2) T,_,t' =2: (i — 2) ?;_,<' = r (i + i) r,<^+s 

40 
.4<:(a mflr<kcmar<ea. 19. Imprimé le tkiril 1889. 
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en^vertu de quoi Tégalité précédente se raméne a Végalité 
d'oii Ton déduit 



TiT/-' = [q'v' — (q'v' - i)t + <'] Z 

<c»0 < — o 



(!+<_<»_ t')i:iT,t'-' = [q'v' — (?»»* - i)< + <'] r T,^'. 



Comme cl'apré8 notre notation on a 

TT/ = B(t), d'oii ifi 



TT/ = Ö(0, doii ZiT,^'-» = Ö'(0, 



cette égalité se réduit ä Téquation différentielle 

9{t) ~ i+t — t* — t* "" (I + O I — <* 



qui, intégrée, donne 



0{t) = C ' 



v/i —t* 



La constante d'intégratioii C se trouve facilement en remarquant que la 

fonction '0{t) se réduit pour t = o k T^ = ^J(i;) = i. De sorte que 

Ton aura 

C=i, 

et par conséquent 

(17) r>/ = ö(o = 



<«0 



V^l — <• 



§ II. D'aprés Texpression trouvée de la somme 






2:r/, 



f / 



oii < désigne une quantité variable, la limite inférieure de la somme 



<-m— 1 



r T, 



.■* 
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pourra étre déterminée ä l'aide des formules données dans notre mémqire 
mentionné plus haiit sur la representation des valeurs limites des intégrales 
par des résidus intégraux. Pour appliquer les formules, données dans ce 
mémoire pour des intégrales, ä la somme 



f=00 



r T/, 



nous allons la presenter sous la forme de Tintégrale 



oo 



fTfdXy 

o 

en désignant par Y une fonction de x qui s'annule pour toutes les va- 
leurs de X qui ne sont pas dans le voisinage de rr = o, 1,2,3,.,, 
et qui pour les valeurs de x infiniment voisines de rr = o , i , 2 , 3 
a des valeurs telles que les intégrales* 



, • . , 



m 



fYdx,fYdx,fYdx,... 



1 —a» 2— a» 



tendent respectivement vers les valeurs 

T T T 

lorsque w tend vers zéro. Pour une fonction Y ainsi déterminée on 
aura évidemment 

00 itsoo 

fYt^dx = r T/ = e{t). 

Comme la fonction Yf ne devient pas negative entré les limites o et 
00, les valeurs limites de Tintégrale 

v 

fYfdx, 

o 

d*aprés les valeurs des trois intégrales 



00 • QO 



jYfdx , fxYfdx , fx^YCdx, 
000 

seront déterminées par les formules données dans les §§ 6 et 7 de notre 
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mémoire mentionné plus haut. En f aisant dans ces formules a = o , ft = cx) 
nous trouvons que pour 

fx*Yt'dx 



t;=«- 



fxYt^^dx 
o 

la limite inférieure de la valeur de Tintégrale 

v 

fYfdx 



sera 

-I « 



fxYl'dx 
jYt-dx - L» J 



fx^Yfdz 



En remarquant que d'aprés l'égalité 



eo 



fYfdx = 0{t) 



on aura 



fxYfdx = t&{t)y 



QO * 



fx^Yt^dx = tff{t) + fe"{t), 



nous en déduisons Tinégalité 



fYt'dx>B{t)—^^^y:^y 

o 

En prenant ici pour t une racine quelconque de Téquation 

te"(t) , 

08) -m+'='^-'' 
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nous trouvons Tinégalité 

Cumme d'aprés les propriétés de la fonction Y on aura 

m— 1 <=m— 1 



Tinégalité précédente se réduit ä celle*ci: 

£ ^^^' ^ ^(^) — ff(t) + tffxty 

qui doit avoir lieu po ur toutes les valeurs de < satisfaisant a ( 1 8). Donc, 
en se bornant aux valeurs de t comprises entré o et i et remarquant 
que pour ces valeurs de t on aura 

<sm— 1 i»m— 1 

r T, > z T,t\ 

i-o i-O 

ondevra avoir Tinégalité 

(.9) TV,>»(,)-^.jÄ_, 

d'aprés laquelle nous pouvons trouver une limite inférieure de la somme 






2: T. 



en prenant pour t une racine de (i8) comprise entré o et i. 

§ 12. En portant dans (i8) et (19) les valeurs de 0{t) , 0'{t) , 0"{t) 
tirées de (17), on trouve 

(20) m - 1 = j— ^ , 

(•-^U^ + rrrH 

»-»-1 i+T 2<+ , , / gV 

(21) 2:t,> " ' + ' 



<eO 



""-'■«-'-^«v.{,.i^,v]' 
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La derniére inégalité nous donne la limite inférieure de la somme 






S 2'. 



<sO 



en fonction de la racine t de (20) coraprise entré o et i. Il est facile 
de voir que pour w > i, comme nous le supposons toujours, Téquation 
(20) admettra bien une racine entré o et i ; mais la détermination exacte 
de cette racine est tres diflficile. Comme il ne s'agit ici que de trouver 



m-l 



une quantité qui reste constamment plus petite que J) Tj, nous pouvons 

y arriver sans résoudre l'équation (20). Pour cela nous tirons de (20) 
la väleur de yjm — i et nous divisons pär el le Tinégalité (21), ce qui nous 
donne une inégalité qu'on peut mettre sous la forme 

En remarquaut que la valeur de t dans cette inégalité doit étre plus 
grande que zéro et plus petite que Vunité, nous trouvons 

e^'> i, 

2t + ^V^'«'^' < ^^ + «'^' < 2(1 + q^v"), 

t i_ 

2^ + 4^, V 
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en vertu de quoi Tinégalité précédente nous donne 






(22) , > — F — : T^ 



[{..4i,.f^] 



Passant a la détermination d'une limite inférieure de 

t H q^v^ pour o < < < I , 

nous remärquons que Téquation (20) peut s'écrire 

(^_i)(i_<') = <«+11^5V+ ^ 

Comme ^ est comprise entré o et i, tous les termes seront positifs et 

Ton aura 

{m—i){\—e)>t\ 

d'oii Ton déduit 

t»(i — 0>^ 
ce qui donne ' 

I I 

w(i + i) 2m 

D*autre part, en cherchant les maxima des fonctions 

(i--0< ^^^ I + e ^ 

i H av 

I + ^^ 

pour o < < < I, nous trouvons qu^ils s'obtiennent pour t^=^yj2 — i ,<= i 
et qu^ils sont respectivement égaux ä 

3 — v/8, 2, 
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en vertu de quoi l'équation précédente nous donne 

d'oh Ton déduit 

i_t^ 3 + (3-V8)gV ^ 3 + (3 - \/8)g't>* 

wi(i + t) m 

ce qui donne 

Ainsi, nous trouvons que 

3 + (3 - \/8)2't^' 



t> I 



m 



I 
I —t>—j 
2m 



et Ton aura par conséquent 



V8-- 
2 mm m 



De sorte que Tinégalité (22), en y rempla9ant 



.,1 — ^22 3 ^ — 3 

t A qv^ par i — ~ = > 

2 ^ * m m 



nous donnera 



S r*^ 2(m-3)* 



N^w— t 3 y'3 (to* — 2TO + 3)' (2 V + !)• 



ou bien 



«— 1 



2;^^ 2(«*-3)V«»— I 



3 v/3 (♦»• — 2m + 3)' (g V + O' 



X 



Sur Ics résidus intégraux qui doDDent des valcurs approchées des intégralos. 321 

En remarquant que, conformément ä notre notation, on a 

o * Z-. I . 2 . 3 . . . t . gr" I ' I . gr' "^ ■ ' ' "" I . 2 . . . (m — j -- - ' 



)9 



2m— 2 



nous en concluons que la fraction 



i 



IM— 1 #2/ \ 



I . 2 . 3 . . . t . ö^' 

sera plus petite que 

3v/3"(m' — 2m+ 3)^gV + i )' 

Comme d'aprés le § 9 cette fraction donne les limites de la différence 
des intégrales 



Jf,ix)äx J^yr äx 



90 



si Ton a les égalités 



00 

fx*f{x)dx = I -^x*e~^~^dx 



(1-0,1,» Jm— I) 



—00 



la fonction f^{x) restant constamment positive, et comme on a 



qv 



CJLe-^"dx = ^- K-'\lx, 

J V'2'r yjTT _i 



>ao 



00 



• • 



j ~^J'^ * ' ''^ = Ifli PO"»" * P"'"' 



V27r q; 



— 00 



00 

>3 



(-%=x' 



_?.,, 



I 2 dx ■= O pour i impair, 



00 

Aeta mathtmatiea» 12. iBiprimé le 2S ftyrll 1889. 4][ 
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nous en déduisons le théoréme guivant: 

Théoréme. 

Si la fondion f^[x) reste constamment positive et si Von a 



oo oo 



ffii^) dx = - j Cxf{x)dx = o, 

-oo ■* — 00 



00 



fx^f^{x)dx == -j, fx^f^{x)dx = o, 

-oo ■* — oo 



00 



fx^--%{x)dx = '•'■^-ir '^ /«— '/;(x)rfx = o, 



— oo ■* 00 

la valeur de Vintégrale 

00 

ff,{x)dx 



sera comprise entré les limites 



SI. 

vä 






-00 



qv 



v'¥ 



4 [e-^'dx + 3v^3(m'-2m + 3r(gV+ O' 



■00 



powr ^ow<e5 les valeurs rédles de v. 
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SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE 

PAB 

EMILE PICARD 

å PARIS. 



Je m'occupe dans ce travail des équations linéaires aux dérivées 
partielies du second ordre, obtenues en exprimant que la variation pre- 
miére de Fintégrale double 



K-.ä' ' i->^ 



dV 

est égale a zéro, en désignant par f une forme quadratique en V, — et 

dV .. , 

— , les coefficients étant des fonctions quelconques de x et y. La classe 

d'équations ainsi obtenue jouit de diverses propriétés remarquables; j'énon- 
cerai seulement ici que Ton peut toujours par un changement de variables 
et de fonction, la transformer en une équation de la forme 

Cest pourquoi je reprends dans le second chapitre Tétude de cette 
équation, en me proposant particuliérement la détermination d'une inté- 
grale au moyen de ses valeurs le long d'une courbe fermée. J'ai 
beaucoup eraprunté dans cette seconde partie a un mémoire du plus grand 
intérét que M. Schwakz a publié en 1885 sur Téquation précédente, a 
Toccasion du jubilé de M. Weierstrass.^ 

* Ueber ein die Fläcken kleinsten Flächeninhalts hetr^endes Prohlem der Vanations- 
rechnung, Festschrift zum Jubelgeburtstage des Herrn Weikrstrass. A c ta Soc. Se, 
Fennic-a;, T. 15. Helsingfors 1 885. 



324 Eiiiilo Picard. 



I. 

1. Solt V une fonction des deux variables indépendantes x et y, 

posons F. =-, . V,=- 

et soit /'(F, Fj , Fj) la forme quadratique en V, F, et F, 

AV + A'V] + A"V\ + 2BF,F, + 2U'FF, + 2B"VV, 

ou les ^ et Z? represen tent des fonctions de o; et y. 
Je considére Tintégrale double 

/A^. v, . V,)dxdy 

étendue a une certaine aire. L'équation, expriniant que la variation pre- 
miére de cettc intégrale est nulle, s*obtiefat innnédiateinent; elle peut s écrire 






ou, en développant, nous obtenons pour V l'équatioii linéaire aux dé- 
rivées partielles du second ordre: 

^ \dx ^ dy I 

Ceci pose, prenons une équation linéaire aHX dérivées partielies 

a*K d*v a*r dv dv 

Peut-on identifier cette derniére équation k la précédente; on devrait avoir 

A' = Xa, B=Xb, A" = Åc, 

m 

dA' dB ,, dB , dA" , dB" , dB' , .. 
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On voit que les cinq premiéres équatioiis ne sont pas, en general, 
coinpatibles. On a en eflFet 

La fonction X doit satisfaire siinultanément a ces deux équations qui 
peuvent s'écrire 

d log ^ i_ r^ lög Å , da db 

dx dy dx dy^ 

j 3 log Å 9 log Å db de 

dx dy dx dy 

De ces deux equations on tire — — et ^ , d ou par consequent 

on déduit une équation de condition qu'il est facile d'écrire. 

Gette équation est une relation entiére entré a , & , c , rf , e et leurs 
dérivées partielles jusquau second ordre. Soit: 

(i) F{a,b,c, ...) = o, 

F étant un polynöme. Celuici sera nécessairement un invariant de V équa- 
tion, correspondant ä un changement de variables et de fonction 

y j (p et ;f étant des fonctions quelconques de a; et y, car la propriété 
qui nous occupe subsiste manifestement quand on a efFectué ces change- 
ments dans Téquation. 

Quand la condition (i) est remplie, A se trouve déterininé ä un 
facteur constant prés, et par suite -4', 2? et A"\ mais il n en est pas de 
méine des autres coefiFicients, qui sont seulement lies par la relation: 

dz ^ dy ^- ^^- 

Il y aura donc alors une infinité de formes quadratiqucs 

f{y^ y. , n) 



\ 
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pouvant servir a engendrer l'équation différentiell^ linéaire; cette in- 
détermination nous sera, dans un moment, extrémement utile. 

2. Aux équations rentrant dans la catégorie précédente peuvent 
8'étendre dans une certaine mesure des resultats classiques dans la théorie 
de Téquation du potentiel. 

Je considére une certaine region du plan 2i, ä contour simple, et 
telle que, {x , y) occupant une position quelconque ä son intérieur, la 
forme quadratique 

f{V, K, , F,) 

soit définie; soit alors dans R une aire A limitée par une courbe C. Il 
est tout d*abord immédiat qu'il existe une seule fonction V{x , y) uni- 
forme et continue dans A ainsi que ses dérivées partielies, et prenant 
sur le contour C une succession donnée de valeurs. Pour le montrer 
bien nettement nous n^avons qu ä considérer Tintégrale 

jff{V,V,,V,)dxihj' 

qui aura un signe connu, soit le signe plus, si la forme est positive. Or 
supposons quil existe une fonction F, uniforme et continue dans Ay et 
prenant sur le contour G la valeur zéro. L*intégrale 

(E) ff{AV' + A'V\ + A"Vl + 2BV,\\ + 2B'VV^ + 2B"VV;)dxdy 

peut 8'écrire, en tenant compte de ce que V est nul sur le contour 



// 



a*' ^ a«3y ^ dy* ^ \3* ^ dy) dx ^ \dx ^ d,, ) dy 



+Cv+f-^) 



dxdy. 



Uintégrale (E) sera par suite nulle, ce qui exige puisque la forme est 
définie, que V soit identiquement nulle ä Tintérieur de A. 

Ce premier point établi, on démontrera qu'il existe une fonction F, 
continue ainsi que ses dérivées dans Ay satisfaisant a Véquation différentiélle 
et prenant sur le contour une succession donnée de valeurs. Il n'y a qu'ä 
repeter le raisonnement classique qui se fait dans la théorie du principe 
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de DiRicuLET, et, bien entendu, les critiques trouvent ici leur place rela- 
tivement a Tinsuffisance de ce genre de demonstration, qui n*en rend pas 
moins d'ailleurs au moins tres vraisemblable le théoréme a établir. 
Nous passons donc, pour le moment, sur ce point qui fera tout ä Theure 
Vobjet d'un examen approfondu (Chap. II). 

3. Nous avons dit que, lorsqu^une équation linéaire satisfaisait a 
la condition JP = o, la forme quadratique correspondant a Téquation 
diflPerentielle restait arbitraire dans une certaine mesure. 

On peut la préciser complétement en posant, par exemple, J5"=J5'=o. 
On a alors ^ = — A/", et on aura la forme: 

X est une fonction essentiellement positive (c'est une exponentielle). Les 
conditions pour que la forme soit définie, s'exprimeront par les inégalités 

* 

h^ — ac < o, b^ — ac < Oj 

a > Oy ou a < o, 

f<Oy f>o. 

En general, on devra chercher a tirer parti de Tindétermination des 
coefficients de la forme quadratique. Prenons, par exemple, Téquation 

elle appartient a la classe qui nous oceupe. Il suffira de prendre: 

A' = ly B = Oj A" = I, 
et on aura 

D^aprés ce qui précéde, dans toute region du plan ou f{x , y) est negative, 
on peut aflFirmer la détermination d'une intégrale au moyen de sa valeur 
donnée sur le contour. D'une maniére générale, la forme 
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se ra définie, si on a: 

A> F' + B"\ 

en rempla9ant A par sa valeur, on trouve: 

Donc les regions du plan, qui nous intéressent, sont celles ou on pourra 
trouver deux fonctiom B' et B" de x et y, uniformes et continues, et vérifiant 
cette derniére inégalité. 

Prenons le cas tres partieulier ou f se réduit a la constante positive 
+ w^ Cherchons si on peut trouver des regions du plan oii cette dé- 
termination soit possible. Soit JB' = o, il nous reste: 

ex 

Cherchons une fonction B" de x telle que 

dB" 



dx 



— B"' = ml, 



m\ étant une constante supérieure a m^j mais en différant aussi peu qu'on 

voudra. On aura 

B" == m^tgim^x + C), 

C étant une arbitraire. 

Donc dans un intervalle compris entré deux paralléles a Taxe des 

TT 

y , dont la distance est moindre que — , on pourra certainement déter- 

miner B^ et B" de inaniére ä satisfaire aux conditions indiquées. 

Puisque m^ différe aussi peu qu'on veut de m, on peut dire que pour 
toute aire comprise dans une bände paralléle a Taxe des y, de largeur 

TT 

moindre que — , on se trouvera dans les conditions voulues pour Tapplica- 

tion du théoréme. On conclut de la immédiatement, par une simple 
transformation de coordonnées rectangulaires qui change l'équation en 
elle-méme, que la méme remarque subsistera, quelle que soit Torientation 
d'une bände, ä Vintérieur de laquelle soit situé le contour, pourvu que la 



7t 



largeur de cette bände soit moindre que — ' 
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4. Revenons maintenant au caa general d'une équation linéaire 

(x) a^ + 2h^^ + c^ + d^ + ,_ + /T = o, 

en supposant seulement remplie la condition désignée par i^ = o. 
J'envi8age d'abord Téquation 

(2) „_+26__ + e,.__+rf_4.e_=o, 

qui ne diflFére de la premiére que par la suppression dö tenne fV; elle 
appartient a la méme classe d'équations, puisque F ne dépend pas de /T 
L'équation (2) pourra se déduire de la considération de Tintégrale 
double 



car l'équation 






aera vérifiée ici, puisque f= o, par A = B" = B' = o. 
Or effectuons sur rr et y un changement de variables 

X = jp(X , Y), 

/dV\^ dVdV /3F\* 

tel que Texpression A'{j-j + 2Bj-:z — f--4"fT-j prenne la forme 

Il faudra que les deux fonctions a; et y de X et Y satisfassent aux 
deux équations 

^, ^ 3y^ , j" ?i !l _ H/'!^ !^ _!. !i !^\ _ n 
arax "^ arax \axar "^ arax/ ~ 

A«ftf mafAfmafica. 13. Imprimé le 80 ftvril 188P. 42 
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Or ces équations ne sont autres que celles que l'on obtient, quand 

on effectue le changement de variables x et y dans la forme quadratique 

de différentielles 

A^dx" — 2Bdxdy + Ady^ 

et qu'on écrit que la nouvelle forme se réduit ä 

M{dX' + dY\ 

Il résulte de cette remarque que pour trouver deux fonctions x et y de 
X et F satisfaisant aux conditions indiquées, il suffira dMntégrer une 
équation diifférentielle ordinaire du premier ordre. 

Ainsi avec les variables X et F Tintégrale (3) prend la forme plus 
simple 

et par suite Téquation aux dérivées partielles 



va devenir 



a«F ,a'F . a»F . ^aF , aF 



/^i a^j» + /^i ay« + aa; aa; "^ a«/ a^ ~ ^ 



ou en posant fi^ = (i^ 

a^ a«F ?^^ , ?^?Z_ 

Tel est un premier type des équations aux dérivées partielles qui 
nous occupent. Nous ne prendrons pas cependant Véquation précédente 
comme type normal de ces équations. 

Si on pose 

Téquation précédente dévient: 

Tello est la forme a laquelle peut se ramener Téquation (2), et Féqua* 
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tion (i) se trouvera par conséquent ramenée a la méme forme. Nous 
pouvons donc énoncer le théoréme suivant: 

Toute équation linéaire aux dérivées partielles de la classe considérée 
peuty par un changement convenahle de variahles et de fonction, étre ramenée 
å la forme: 



IL 

5. Les applications faites précédemment sur l'équation 

acquiérent donc un intérét particulier. Nous avons vu que si, dans une 
certaine region du plan, on peut trouver deux fonctipns continues W et 
B^' telles que 

on pourra faire usage des considérations développées dans les deux pre- 
miers paragraphes. Nous avons dit que, pour une aire comprise dans 
cette region, une intégrale de Téquation est déterminée par ses valeurs 
sur le contour. Cest lä un point fondamental que nous devons mainte- 
nant reprendre, car la demonstration indiquée manque de rigueur et, de 
plus, ne donne aucune indication sur le moyen d'obtenir efFectiveraent 
cette intégrale. Nous nous restreignons, dans cette étude, au cas ou la 
fonction f{Xjy) a un signe invariable dans la region considérée; la 
question se présente d'ailleurs d'une maniére tres différente suivant que 
la fonction f est positive ou negative dans la region étudiée. Nous allons 
examiner successivement ces deux cas. 



6 . L'équation 
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dans une region du plan oii p{x ^ y) est positive, a fait 'Vobjet d'un mé- 
inoire extrémement remarquable de M. Schwarz, publié en 1885 ä locca- 
sion du jubilé de M. Weierstrass. Je vais rappeler les resultats essen- 
tiels obtenus par Téminent géométre de Göttingen. 

Posant, pour abréger At* ~ J^ ^' 9^ ' ^^ V^^^ ^^ ^® point bien ^connu 

qu'on peut trouver une fonction w de a? et y, continue dans un certain 
contour, s'annulant le long de ce contour et vérifiant l'équation 

Aw + F{x , y) = o. 

Cette fonction u est donnée par Vintégrale double étendue au contour 



u = 4/^(f , 7)ö^.(f , ? , ^ , y)ded7j 



oix G{l^ y 7j y X j y) désigne la fonction de Green relati ve au contour et au 
point (f , 7]). Ceci pose, soit donnée arbitrairement une succession con- 
tinue de valeurs le long du contour. Désignons par u^ la fonction sa- 
tisfaisant ä Téquation 

Au, = o 

et prenant le long du contour les valeurs données. 
On forme ensuite une suite indéfinie 

satisfaisant respectivement aux équations 



^«i + i»"» = o, 
A«, +pu^ =0, 

Am, + iw,_i = o, 



toutes ces fonctiöns s'annulant le long du contour; elles se trouvent ainsi 
de proche en proche compléteraent déterminées et sont données par des 
intégrales définies. 
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M. ScHWARZ considére alors la serie 

(S) «* = w^ + Wj + w, + . . . + w^ + . . . 

et cherche si on peut obtenir ainsi la solution de Téquation diflFérentielle 

Aw + ^ = o 

prenant sur le contour les valeurs données. 

Pour répondre a eette question, M. Schwarz introduit une grandeur 
qui joue un röle essentiel. Formons, en partant de t;^ = i sur le contour, 
la succession 

^1 > ^S > • • • > '^n J • • • 

analogue aux u; posons alors 

Vintégrale. double étant étendue an contour et envisageons la suite 

W W W 

w 

M. Schwarz établit que le rapport ^ ** t^nd vers une limite finie c. 

Dans le cas oii c est inférieur a Tunité, on peut étre certain que la serie 
(S) converge, et résout le probléine proposé. 

Quand c = i, il existe une intégrale de Téquation prenant la valeur 
zéro sur le contour et ne s^annulant pas identiquement a Tintérieur. 

Tels sont les resultats si intéressants dus a M. Schwakz. Je considére 
maintenant un contour situé dans une region du plan, oii non seulement 
p{x y y) est positive, inais oii de plus on peut trouver des fonctions con- 
tinues B' et JB" de x et «/, telles que 

Je dis que pour ce contour, on aura nécessairement 

c < I. 
Pour le voir, remarquons d'abord que W^ peut s'écrire 

Wn = JfpVtVn^kdxdy y 



/ 
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k étant un entier compris entré zéro et n, et on a aussi 



im 



formules dont on trouvera la demonstration, d'ailleurs iramédiate, dans 
le mémoire de M. Schwarz. Nous avons donc 



et par suite 






Faisons enfin une derniére transformation. La fonction t;„ 8'annulant sur 
le contour nous avons: 



/[(£■)'+ (1)"---]-^ 



M'"'' +(fe)'+ (^y+ ""-^ + ^^"•'•feh* 



Oll 



dB' , dB 

or, dans la seconde intégrale, la forme qui figure sous le signe d^intégra- 
• tion est définie. Nous en concluons donc que: 

la limite de ^-^ , c^est a dire c, ne peut donc étre plus grande que Vunité. 

Elle ne peut d'ailleurs étre ici égale ä Tunité, car nous aurions une in- 
tégrale de réquation, uniforme et continue, s'annulant le long du contour, 
ce qui est impossible dans la region considérée du plan. Le théoréme 
est donc établi. 



Sur une classe d^équations linéaires aux dérivées partielles du secoDd ordre. 335 

7. Il a été essentiellement supposé dans ce qui précéde, que la 
fonction p{Xjy) était positive dans la region du plan oii sont situés les 
contours étudiés. M. Schwarz ne considére pas dans son mémoire le cas 
oii p{x y y) est négatif; nous allons ici nous occuper de ce cas. Dans 
toute region du plan ou p{x j'y) est negative, la demonstration donnée 
par la variation de Tintégrale 



/r[(s)'+(g)-.»'H 



peut trouver sa place. Il est donc vraisemhlahle qu'une intégrale se trouve 
déterminée par ses valeurs sur le contour; c'est ce point que nous allons 
établir d'une maniére rigoureuse, en méme temps que nous donnerons le 
moyen d'obtenir cette intégrale. 

Considérons tout d'abord Téquation 

\p\ désignant la valeur absolue de p. 

Si le contour est suffisamment petit, conformément a la théorie du 
paragraphe précédent, on pourra intégrer Téquation par une serie 

«*o + «*i + • • • + «*n + • • • 

pour des valeurs données sur le contour, et la serie des valeurs absolues 
est convergente. Il en résulte que 

Wo — «*! + Wj — ^3 + • • • 

representera Vintégrale de Téquation: 
* 

aaj' dy* ^ 

pour les mémes valeurs données sur le contour, puisque ici 1 2? | = — P- 
Ceci suppose essentiellement que le contour soit assez petit pour 
satisfaire aux conditions du paragraphe précédent. 



336 Gmile Picard. 

Avant dräller plus loin, faisons quelques remarques importantes. 
Soit d'abord pour un contour C d'ailleurs quelconque dans la region ou 
p est négatif, une fonction u vérifiant Téquation 

et prenant sur C des valeurs positives ou nulles: Je dis qu'elle ne peut 
prendre des valeurs negatives ä Tintérieur de C. En eflfet la courbe 

séparant la region de Taire ou u est negative de celle oii u 

/^ nP est positive, serait une eertaine courbe fermée F (qui peut 

[\J} j avoir des parties communes avec C). Sur Fy la fonction u 

\^_^ serait nuUe, elle devrait donc étre nuUe a Tintérieur. Il ne 

peut donc y avoir de valeurs negatives pour u. Soit alors u^ 

rintégrale de Téquation 

prenant sur le contouf C les mémes valeurs que u; on aura: 

A(w — Uq) ^ pu = o 

et comme u eöt positif, on en conclut que: 

u — Uq < o, 

car u — Uqj qui s'annule sur le contour, sera donnée par une intégrale 
dont tous les elements sont négatifs. Ainsi pour tout point a Tintérieur 
u est moindre que u^. 

Supposons maintenant le contour C partagé en deux 
A parties AaB et B/iÄf et désignons par v une intégrale de 

®p 1'équation qui prenne sur la premiére partie la valeur 
zéro, et sur la seconde la valeur + i. Soit v^ Tintégrale 
de réquation Av^ = o, satisfaisant aux mémes conditions 
aux limites; on aura d'aprés ce qui précéde v<v^. Or, 
d'aprés une remarque faite par M. Schwarz, la valeur de v^ sur une 
ligne L joignant le point A au point B (non tangente a O), sera moindre 
que 9, en désignant par q un nombre plus petit que un. Nous.avons 
donc sur L j v < q. 
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Soit enfin, pour terminer ces rema^rques, u une intégrale de Téqua- 
tion prenant sur AaB la valeur zéro, et sur A^B des valeurs positives 
ou negatives de module maximum g, la fonction 

gv + w 

satisfait ä Téquation et est nulle sur la premiére partie du contour et 
positive sur Tautre; elle est done positive sur ALB. Or on a: 

gv -\- u = gq -{- u + g{v — q); 

or v — q est négatif ; donc gq + ^ doit étre positif. On montre de méme 
en considérant gv — u que gq — u est positif. Par suite \u\ est moindre 
que gq, On voit donc que le lemme fondamental dont a fait usage 
M. ScHWARZ dans ces belles recherches sur Féquation Au = o, 8'élend a 
réquation qui nous occupe. 

8. Nous n'avons jusquHci pu traiter que le cas oii le contour était 
sufifisamment petit pour que nous . soyons assuré de la convergence des 
series employées. Nous allons montrer maintenant que, dans une region 
du plan ou p{x j y) est négatif, on peut, pour une aire quelconque, ob- 
tenir Tintégrale de Téquation 

• 

prenant une succession de valeurs données sur le contour. 

On peut en effet partager une telle aire en plusieurs autres plus 
petites pour lesquelles on sache, d'aprés ce qui précéde, résoudre le pro- 
bléme; de plus on peut s'arranger de maniéro que ces aires empiétent 
les unes sur les autres. Si donc, sachant résoudre le probléme pour 
deux aires ayant une partie commune, on sait le résoudre pour Taire 
limitée par le périmétre extérieur des contours, nous aurons une solu- 
tion compléte du probléme proposé. Or on voit de suite que le procédé 
alterné employé avec tant de succés par M. Schwahz pour Téquation 

Aw = o, 

Aeta mathtmatica, 13. Imprimé le IG mai 188S). 48 
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peut étre employé pour Téquation 

Aw -\- pu = o. 

Cest ce qui résulte des remarques que nous avons développées au para- 

graphe précédent, et il ny aurait qu'ä réproduire 
maintenant textuellement la belle méthode de M. 
ScHWARZ.^ Si donc, par exemple, on a résolu le 
probléme pour les contours C et C on saura le 
résoudre pour Taire limitée par AaB^. Il devient 
manifeste alors, en allant d« proche en proche, que 

nous pourrons intégrer Téquation 

Au + jpw = o 

pour un contour quelconque, situé dans une region du plan ou p{Xjy) 
est négatif, en nous donnant arbitrairement les valeurs de u sur ce contour. 

Paris, le 4 novembre 1888. 




* Oo trouvera exposées d une maniére tres compléte les recbercbes de M. ScHWARZ 
daDS le troisiéme chapitre de la tbése de M. Jules Riemann sur le principe de DmiCH- 
LET, souteDue récemmeDt devaot la faculté des scieDces de Paris. 
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Ober das räumliche achteck 

WELCHES DIE SCHNITTPUN KTE DREIER OBERFLÄCHEN 

ZWEITER ORDNUNG BILDEN 

VON 

H. DOBEINEE 

in FRANKFURT a. M. 

Hesse beweist iin 26^° Bände von Crelles Journal (p. 152) 
den Satz: 

»Wenn die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ord- 
nung mit 0,1,2,3,4,5,6,7 bezeichnet werden, so liegen die 
vier Punkte 

(012 , 45), (016, 34), (745 j 12), (756, 23) 

öder, was dasselbe ist, die Schnittlinie (745,012) und die Punkte 
(016, 34) und (756, 23) in einer und derselben Ebene.»^ 
Dieser Satz enthält eine Erweiterung des Pascarschen Theorems.^ Liegen 
nämlich von den acht Schnittpunkten sechs und zwar die Punkte i , 2...6 
in einer Ebene JB (also auf einem Kegelschnitt), so sind die Punkte 
(016 , 34) und (756 , 23) identisch mit den Punkten (16, 34) und (56, 23) 



' An der oitirten Stelle und vorher Bd. 20, p. 285 — 308, behandelt Hesse die 
obige Eigenschaft associirter Punkte syotbetisch, später analytisch in den Dacbgelassenen 
Arbeiten Bd. 85, p. 304— 316. und Bd. 99, p. 1 10— 127. 

' Vgl. Hesse: ^o^e ilher die acht Schnittpunkte dreier Oherflächen zweiter Ordnung. 
Crelles Jouro. Bd. 73, p. 371. 

Äcta malhematiea, 12. Imprimé le 16 mai 1889. 
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der Ebene E, während die Schnittlinie (745,012) den Punkt (45, 12) 
enthält. Die drei Punkte (12 , 45) , (23 , 56) , (34 , 61) inQssen demnach, 
weil sie gleichzeitig der Ebene E und der dureh den He88e'8chen Satz 
festgestellten Ebene angehören, auf einer Geraden liegen. Diese ist aber 
keine andere als die Pascarsche Linie des Sechsecks, dessen aufeinander 
folgende Ecken die Punkte i , 2 . . . 6 sind. 
Bezeichnet man mit dem Symbol 

7/(012.3.456.7) 

* 
diejenige Ebene, welche dureh die Schnittlinie 

(012 , 456) 
und die Punkte 

(32 , 765), (34, 701) 

bestimmt ist, ferner im Grenzfalle, wenn die Punkte i , 2 . . . 6 in einer 
Ebene liegen, mit dem Symbol 

^(123456) 
diejenige Pascarsche Linie, auf welcher.die Punkte 

(12, 45), (23, 56), (34, 61) 

liegen, so känn man das vorhergehende dahin zusammenfassen, dass die 
Ebene jy(oi2 . 3 .457 .6) im Grenzfalle die Pascarsche Linie P(i 23456) 
enthält. 

Hierdurch ist zwischen ^T-Ebenen und Pascarschen Linien eine Cor- 
respondenz hergestellt. Es erschien mir nun als eine lohnende Aufgabe 
zu untersuchen, ob den Eigenschaften der Pascarschen Linien, die sich 
In den Satzen von Steinek, Kikkman, Cayley und Salmon aussprechen, 
auch analoge Eigenschaften der entsprechenden //-Ebenen gegentiberstehen. 
Von diesem Gesichtspunkte aus ist meines Wissens die räumliche Figur, 
welche von den Schnittpunkten dreier Flächen zweiter Ordnung gebildet 
wird, noch nicht behandelt worden. 

Es sei mir gestattet,- hier die Sätze tlbersichtlich zusammenzustellen 
welche im Grenzfalle in die vorhin erwllhnten iibergehen. 
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1.) Nach Steineu schneiden gich die drei Pascarschen Linien 

P(i23456),P(i43652),P(i63254), 
öder, Avas dasselbc ist, die drei Linien 

^(123456), ^(325416), P(52i436) 

in einem Punkte. Fttr die Ä-Ebenen gelten die beiden folgenden Sätze: 

a) Die drei Ebenen 

^(012.3.457.6), //(oi 4. 3. 65 7. 2) , ^(016.3.257.4) 

schneiden sich in einer geraden Linie. (§ 6.) 

b) Die drei Ebenen 

//(oi 2 . 3 . 457 . 6) , //(032 .5.417.6), //(052 . 1 . 437 • 6) 

schneiden sich in einem Punkte der Ebene (670). (§ 7.) 
2.) Dem Kirkman'schen Satze, dass sich die drei Linien 

P(624i53) , ^(463152) , ^(641352) = ^(264135) 

in einem Punkte schneiden, steht der folgende gegenftber: 

a) Die sechs Ebenen 

//(062.4. 157.3), ^(046.3. 157.2), //(064.1 .357.2), 
7/(026.4. 137.5), 7/(264. I .357-0) j //(026.4. 135-7) 

schneiden sich in einem Punkte. (§ 8.) 
Es entspricht nur einer Vertauschung der Ziffern 2 , 3 mit resp. 4 , 6, 
wenn man einen Kirkraan'schen Punkt als den Schnittpunkt der Linien 

^(123456), P(i63245),P(i56342)eeP(i 24365) 

definirt. Fttr die //-Ebenen hingcgen besteht das Analogon in einem 
neuen Satze: 

b) Die vier Ebenen 

//(o 1 2 . 3 . 45 7 . 6) , //(o 1 6 . 3 . 2 47 . 5) , H{o 15.6.347.2), 

// (01 2. 4. 367. 5) 
schneiden sich in einem Punkte der Ebene (346). (§ 10.) 
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3.) Vertauscht man in den zuerst angegebenen Symbolen der Pascal'- 
schen Linien, welche sich in einem Kirkman^schen Punkte schneiden, die 
Ziffern 2,4,6 cyklisch, so erhält man drei Punkte, die (nach Cayley 
und Salmon) auf einer Geraden liegen. Ein wörtlich gleich lautender 
Satz besteht fiir die durcjji Satz 2. a) definirten Punkte. (§ 9.) 

Mir ist es zwar nicht gelungen, auch zu den Steinerschen Linien 
und zu den Salmon^schen Punkten in der räumlichen Figur entsprechende 
Gebilde zu fihden. Ich bezweifle aber nicht, dass sich jeder Satz Hber 
Pascarsche Linien als ein Grenzfall eines öder mehrerer allgemeineren, 
die Ä-Ebenen betrefifenden Sätze ergeben wird. 



§ I- 

Zu den Hesse'schen synthetischen Beweisen seines Satzes föge ich 

einen neuen hinzu, der noch weitere Eigenschaften der ff-Ebenen er- 

schliessen soll.^ 

Ich ziehe die Geraden (01) und (75) 
und lege von den Punkten 2,4,6 aus die 
Transversalen, welche jene Geraden schneiden. 
Diese Transversalen (22") , (44") , (66") be- 
stimmen ein Hyperboloid, Avelches durch die 
sieben Punkte 0,1,2,4,5,6,7 geht; wegen 
der Fundamental-Eigenschaft der Schnitt- 
punkte dreier Flächen zweiter Ordnung muss 
es dann auch den achten Punkt 3 enthalten. 
Von diesem lässt sich also eine Linie (33') 
ziehen, welche die drei Transversalen schneidet. 

Man hat dann zweimal drei Erzeugende des Hyperboloids mit neun Schnitt- 

punkten, die ich in folgender Weise bezeichne: 

(01 , 22") = Ä'% (3'3 , 22") = F, (75 , 22") = C , 

(01 , 44").-= B , {3'3 , 44") =-- C% (75 , 44") = ^', 
(01 , 66") = C , (3'3 , 66") = A, (75 , 66") = B\ 

* Mao vgl. die Anmerkuog zu § 6. 
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Die Gerade BC ist die Schnittline (012 , 457), 

y> CÄ 7) i> y> (3^23 , 567) und 

» AB D » y> (3'34> 610), 

folglich liegt auf CA der Punk4i (23,567) und auf AB der Punkt 
(34,610). Mithin sind die Schnittlinie (012 , 457) und die beiden Punkte 
(23 9 567) und (34, 610), — wie es der Hesse'sche Satz behauptet, — in 
einer Ebene enthalten, nämlich in der Ebene ABC. 

Sucht man in einer beliebigen Ebene E die Spuren der Geraden 
und Ebenen der vorstehenden Figur, so findet man durch die sechs Er- 
zeugenden des Hyperboloids sechs Punkte eines Kegelschnitts (a,b,c^d,e,f) 
bestimmt, und durch die Ebene ABC eine Linie P, welche die drei 
Punkte {ab , de) , {be , ef) , {cd , fa) enthalt. Damit ist ein einfacher Be- 
weis fQr das Pascarsche Theorem gegeben. Man känn auch umgekehrt 
von sechs Punkten i , 2 . . , 6 eines Kegelschnitts ausgehen und zur Con- 
struction der Figur zwei beliebige von i und 5 aus in den Raum ge- 
zogene windschiefe Linien (10) und (57) zu Htllfe nehmen. 



§ 2. 

Das Symbol 

//(012.3.456.7) 

soll die Ä-Ebene darstellen, welche durch die Linie (012, 456) und die 
beiden Punkte (32 , 567) und (34, 107) bestimmt ist. 

Vertauscht man o mit i, öder 5 mit 6, öder 2,1,0 mit resp. 
4,5,6, so bleiben die Elemente, welche die Ä-Ebene definiren, dieselbén. 
Fttr jede iZ-Ebene sind mithin 8 Symbole vorhanden: 

ir(oi2.3.456.7), ^1(102.3.456.7), 7/(012.3.465.7), 7r(i02.3.465.7), 
^(654.3.210.7), ^(654.3.201.7), 5^(564.3.210.7), 1^(564.3.201.7). 

Da nun die Zahl aller möglichen Symbole 18 ist, so schliessen wir: 

Es giebt I 7 = 5040 iZ-Ebenen fttr die Schnittpunkte dreier ge- 
gebenen Oberflächen zweiter Ordnung. 
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Nenne ich (012, 345) eine Linie L und (01 ,234) einen Punkt F, so 
ist die Zahl aller Linien L gleich 280 und die Zahl aller Punkte V 
gleich 560. Auf jeder Linie L liegen 6 Punkte F und durch jeden 
Punkt F gehen 3 Linien i; so liegen, z. B. auf (012 , 345) die Punkte: 

(12; 345), (20, 345); (01 , 345), (45 ,012), (53, 012), (34, 012); • 

durch (01 , 234) gehen die Linien: 

(501 , 234) , (601 , 234) , (701 , 234). 

Jede ^-Ebene enthält eine Linie li und durch jede Linie L gehen 1 8 Ä- 
Ebenen, denn aus ^(012.6.345.7) erhält man weitere durch (012,345) 
gehende fl-Ebenen, wenn man folgende Vertauschungen gesondert öder 
gleichzeitig vornimmt: 

a) 2 mit o öder mit i, 

b) 3 >^ 4 >» » 5. 

c) 6 » 7. 

In jeder Ä-Ebene liegen 8 Punkte F, von welchen 6 der Linie L an- 
gehören; diese nenne ich Punkte der zweiten Art, die beiden andern 
Punkte der ersten Art. 

Durch jeden Punkt F gehen 3 Linien i, und durch jede derselben 
18 jff-Ebenen; es gehen also durch jeden Punkt F 54 fi-Ebenen, för 
welche er ^ein Punkt der zweiten Art ist. Ftlr 18 andere jff-Ebenen ist 
er ein Punkt der ersten Art; z. B. ist (01 , 234) ein Punkt der ersten 
Art för £r(345 .0. 167.2) und diejenigen fl^Ebenen, deren Symbole man 
durch folgende Vertauschungen erhält: 

a) 2 mit 3 öder mit 4, 

b) 5 » 6 » »7, 

c) o )) I. 



§ 3. 

Zieht man die Verbindungslinien zwischen den acht F-Punkten der 
Ebene ^(012.3.456.7), so erhält man ausser L 13 Linien, die ich in 
fttnf Gruppen ordne: 
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(a) (32, 567) — (34, 107); 

(b) (32, 567) — (56,012), (34, 107) — (01 , 456); 

(«) (32 , 567) — (20 , 456) , (32 , 567) — (21, 456), 

(34,017) — (45 , 012), (34,017) — (46, 012); 

(cl) (32 , 567) — (01 , 456), (34,öi7)~(56,oi2); 

(e) (32 , 567) — (45 ,01 2) ,-(32 , 567) — (46, 012), 

(34,017) — (20, 456), (34 , 017) — (21 , 456). 

Durch die beiden Punkte der Gruppe (a) geht nur die eine Ebene 
Ä(oi2. 3.456.7), ebenso durch jedes Paar der Gruppe (b). Hingegen 
gehen durch (32 , 567) und (20, 456) die Ebenen 

7/(012.3.456.7), 
//(312.0.756.4); 

ebenso gehen durch jedes Paar der Gruppe (c) 2 //-Ebenen. 
Durch (32 , 567) und (01 , 456) gehen: 

^(012.3.456.7), //(230. 1.756.4), 
//(013.2.456.7), //(231.0.756.4); 

durch das ahdere Paar aus (d) gehen gleichfalls 4 Ä-Ebenen. 
Durch (32 , 567) und (45 , 012) gehen: 

//(012.3.456.7), //(123.4.567.0), 
//(012.3.457.6), //(023.4.567.1). 

Nennt man die Verbindungalinie zweier Punkte der Gruppe (e) eine Linie 
y|, so dass A definirt ist als die Verbindungslinie von (32 , 567) und 
(45,210) öder zweier anderen F-Punkte, die aus diesen hervorgehen, 
wenn man o , i ... 7 durch eine beliebige Permutation ersetzt, so känn 
man den Satz aussprechen: 

Jede //-Ebene enthillt 4 Linien y|, und durch jede Linie A gehen 
4 //-Ebenen. 

Aeta mathtmatiea. 12. Imprlmé le 21 mai 18S9. 4| 
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Die Zahl der A muss also gleichfalls 5040 sein. In der That gehen von 
jedem Punkte V 18 Linien A aus, so dass die Zahl derselben 



ist. 



' 560. 18:2 = 5040 

5)Die 5040 jy-Ebenen und die 5040 yl-Linien bilden eine räum- 
liehe Configuration von der Art. dass jede Ebene vier Linien enthält, 
und durch jede Linie vier Ebenen hindurch gehen.» 



^ 4. 

■ 
Die vorhergehende Zusamnienstellung der (wesentlich) verschiedenen 

Paare von F-Punkten, von welchen jedes mindestens in einer if-Ebene 

liegt, wird es im einzelnen Falle ermöglichen zu entscheiden, ob sich durch 

zwei gegebene F-Punkte ttberhaupt Ä-Ebenen legen lassen, und wie gross 

etwa die Anzahl derselben ist. 

Liegen vier F-Punkte in einer Ebene, und gehen durch zwei Gegen- 
seiten des von ihnen gebildeten Vierecks je 2 (öder 4) Ä-Ebenen, sq hat 
der Schnittpunkt der Gegenseiten die besondere Eigenschaft, dass sich in 
ihm 4 (öder mehr) Ä^Ebenen schneiden. 

Ich ftthre einige Falle dieser Art an, ohne entscheiden zu wollen, 
ob sie die einzigen, öberhaupt möglichen sind. 

Nach § 3 liegen die Linie (d) zwischen (23, 567) und (01 , 456) 
und die Linie (e) zwischen (34,017) und (21,456) in der Ebene 
7/(012.3.456.7); zugleich gehen durch jede der beiden Linien tiberdies 
noch 3 //-Ebenen; folglich treffen sich in ihrein Schnittpunkt im ganzen 
7 /f-Ebenen. 

Betrachtet nmn ferner die Ebene, welche durch den Punkt (5) und 
die Linie (012,034) bestinimt ist; sie enthalt 22 F-Punkte und unter 
diesen die vier 

(12 , 034), (34, 012), (05, 167), (05 , 367). 

Durch die Linie /I, = (12 , 034) — (05 , 167) gehen die Ebenen 

^^(340.5-216.7), //,(305.2.i67.4), 
7/,(34o.5.2i7.6) , //.,(405.2.i67.3), 
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und durch die Linie A.^ = (34 , 012) — (05 , 367) die Eberien 

//'(120.5.436.7), /i"(i05.4.367.2), 
//'(120.5.437.6), //"'(205.4.367.1); 

in dem Schnittpunkt von /Ij und /l.^ treffen sich also 8 Ä-Ebenen. Liegen 
die Punkte i , 2 . . . 6 in einer Ebene E, so fällt der Schnittpunkt von 
A^ und /Ijj in deti Punkt (12, 34), folglich mOssen durch diesen die acht 
Linien gehen, in welchen E von den Ebenen if^, , Ä^, . . . , H'" ge- 
schnitten wird. 

Nun öind aber, wie man leicht erkennt, die Durchschnitte von E mit 

H, , w , ij.^ , ir , II, , II'" 

die Linien 

(34) ,(12), P(352i64) , ^(154362) , P(452 163) , ^(254361), 

während die Ebene E von 11^ und i/' in unbestimmten, aber jedenfalls 
durch (12,34) gehenden Linien geschnitten wird. Wir können also 
schliessen, dass die angeffthrten Pascarschen Linien (von denen die beiden 
letzten idcntisch sind) durch den Punkt (12 , 34) gehen, ein Ergebniss, 
das auch unmittelbar aus der Bedeutung der Symbole P hervorgeht. 

Zuni Schluss betrachte ich noch die Ebene durch die beiden vom 
Punkte (o) ausgehenden Linien (012,034) und (015,036) und in der- 
selben die vier F-Punkte 

(12 ,034), (15 , 036), (34,012), (36, 015). 

Durch die Verbindungslinie der beiden ersten gehen 

//(034.5.127.6) und //(036.2. 157.4), 
und durch die Verbindungslinie der beiden letzten 

J/(o 12.6.347.5) und i/ (o 15.4.367.2). 
Im Schnittpunkt der beiden Verbindungslinien treffen sich also 4 i/-Ehenen. 
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§ 5- 

Neben den Punkten V enthalt jcde if-Ebene noch eine Reihe an- 
derer Punkte, die ebenfalls unniittelbare, Avenn auch nicht gleich einfache, 
Beziehungen zu dem Systenie der Punkte o , i . . . 7 haben. 

Uni sie zu linden, bediene ich niich einer Methode, die sehon Hesse 
beim ersten Beweise ^ seines Satzes angewandt hat, und die sich auf die 
von ihni gefundene Eigenschaft der Schnittpunkte dreier Flächen zweiter 
Ordnung stutzt, dass sie, auf beliebige Ärt in zwei Gruppen von je vier 
geteilt, als die Ecken zweier Polartetraeder in Bezug auf eine (durch sie 
bestimnite) FUlehe zweiter Ordnung angesehen werden können. 

a) Es seien (0,1,2,3) die Ecken des einen, und (4,5,6,7) die 
Ecken des andern Tetraeders; ich suche den Pol der Ebene //(oi 2.7.356.4) 
in dem durch jene bestimmten Polarsystem. Die reciproke Polare der 
Linie (012,356) geht durch die Punkte (3) und (47,012); die Polare 
von (27 , 456) ist die Ebene durch den Punkt (7) und die Linie (013,456); 
die Polare endlich von (73,014) ist die Ebene durch (012,456) und 
(23,567) d. h. die Ebene ^(012.3.456.7). 

Es besteht mithin der Satz: 

DÖer Punkt p, in vvelchem die Linie [(3) — (47,012)] die Ebene 

[(7) — (013,456)] schneidet, liegt in 7/(012.3.456.7).» 
Ein zweiter Punkt p in H ist der Durchbohrungspunkt der Linie 
1(3) — (27 y 564)] niit der Ebene [(7) — (563 , 201)]. 

b) Ich polarisire ferner die Ebene iy(oi7.3.426.5) in Bezug auf 
die Tetraeder (0127) und (3456). Die reciproke Polare von (017,426) 
ist die Linie [(2) — (35,017)], die Polare von (34,015) die Ebene 
[(56) — (27,346)] und die Polare. von (37,265) die Ebene durch (012,456) 
und (34,017), das ist die Ebene //(o i 2.3.456. 7): 

»Der Punkt y, in welchem die Linie [(2) — (35 , 01 7)] die Ebene 
[(56) — (27 , 346)] trifft, liegt in 7/(012.3.456.7).» 



' CrcIIes Journal, Bd. 20, p. 305. 
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In derselben Ä-Ebene giebt es iioch ^rei Punkte q^ dcren Synibole man 
findet, wenn man zuerst 2,1,0 nxit resp. 4,5,6, und dann 5 niit 6 
vertauscht.. 

c) Es werdo ^(015.7.326.4) polarisirt in Bezug auf die Tetraeder 
(0123) und (4567). Die reciproke Polare von (015; 326) ist die Linie 
[(23,467) — (01,457)], die Polare von (57,264) die Ebene [(46) — (57,013)] 
und die Polare von (37 , 014) die Ebene [(012 , 456) — (23 , 567)] d. i. 
^(012.3.456.7). 

DÖer Punkt r, in welchem die Linie [(23,467) — (01,457)] 
die Ebene [(46) — (57,013)] trifft, liegt in Ä(oi 2.3.456.7).» 
Durch dieselben Vertauschungen wie in b) findet man die Synibole der 
drei Ubrigen Punkte r, die noch in H liegen. 

d) Schliesslich gelangt man, indem man 1^(250.7.314.6) in Bezug 
auf (0127) und (3456) polarisirt, zu dem Satze:. 

DDer Punkt 5, in welchem die Linie [(17,346) — (56,207)] 
die Ebene [(21) — (35,027)] trifft, liegt in ^(012.3.456.7).» 
Die Zahl der Punkte s ist 8; die Symbole der ttbrigen erhalt man, wenn 
man gesondert und gleichzeitig o mit i, 5 mit 6, und 0,1,2 mit resp. 
5 , 6,4 vertauscht. 



§ 6. 

Wir gehen wieder auf die Figur des § i zurttck, um neue Be- 
ziehungen zwischen Ä-Ebenen kennen zu lernen.^ 

Die Ebene ABC enthielt die Linie (012,457) "^^ ^^^ Punkte (32,567) 
und (34 , 601); es ist mithin 

JBC'= //(012.3.457.6) 



' Id diescm Paragraphcn siod Dur die Resultato der Hesse schen Abhaodlung 
tJher das geradlinige Sechseck auf deni Hyperholoid (Crellcs Journal, Bd. 24^ p. 40 — 
43) reproducirt und fUr die Configuration der ff-Ebcnen verwerthet. Den Cbcrgang aus 
dem Raum in die Ebene bcwcrkstelligt Hesse, indem er die Erzeugenden des Hyperboloids 
sich unendlich eincr Ebene nähern lässt und dadurch zu einem Briancbonscben Sechseck 
gelangt. Die oben in § I hergestellte Beziehung zu einem Pascarschen Sechseck verdient, 
wie ich glaube, den Vorzug vor jnnem GrenzUbcr^an^e. 
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Vcrtauscht man dic Ziffcrn 2,4,6 cyklisch, so iiiachen sowohl die Buch- 
stabcn ABC als ihre Iiidices die cyklische Vertauschuiig mit; demiiach ist 

m 

A B C = /i(oi2.3.457.6) = Il , 
A' B' C -- 7/(014.3.657.2) = //', 
A"B"C' = //(016.3.257.4) = //". 

Ferner ist A'A" = (014, 257), A"A = (016, 323') und AA' --= (756, 343')' 
inithin 

^^'J" = //(bi4.3.257.6) = //., 

BEB- = H{pi6.z 457.2) = //„ 

CCC" = 77(012.3.657.4) = 77^. 

Nun ist 

B C = (012 , 457), 

F C" =(012,363')' 

B"C" -^ {457 , 2,63'); 
folglich schneiden sich 

BC, B'C', B"C" in dem Punkte i>, = (012 , 3'36 , 745), 
CA , CA', CA" ). 1) p, = (014 , 3'32 , 765), 

AB, AB\A"B" » » p, = (016 , 3'34/725). 

Diese drei Punkte gehören aber zugleich den drei Ebenen if , H'y H" an, 
folglich mössen sie in einer Geraden St == (p^P^^) liegen. 
Ferner findet man, dass sich schneiden 

A'A'\ B'B'\ CC in dem Punkte p = (014 , 3'36 , 752), 
A" A , B''B , C"C )) » / = (01 6 , 3'32 , 754), 

AA' , BB' , C6" » )) y =(012, 3'34 , 756). 

Diese drei Punkte mössen gleichfalls, weil sie den drei Ebenen II ^yH^^ 11^ 
angehören, auf einer Geraden St^ = {pp'p") liegen. 
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Hierinit ist der Satz bewiesen: 
»Die drei Ebenen 

H = ^(012.3.457.6), 
R = Ä(oi4.3.657.-2), 

/i"=Ä(oi6.3.257.4) 

schneidén sich in einer geraden Linie St.i) 
Die Syinbole der Ebenen H^j H^^ H^, die sich in der Geraden Sf^ schnei- 
dén, gehen ans den vorstehenden durch Vertauschung von 2 mit 4 hervor, 

lin Grenzfalle, wenn die Punkte i , 2 . . . 6 in einer Ebene E liegen, 
wird nach den Bemerkungen in der Einleitung die Ebene E 

von H in der Pascarschen Linie P(i 23456), 
)> //' » j) )) )) P( 1 43652), 

» /i"» j) j) )) P(i 63254) 

geschnitten. 

Aus unsenn Satze folgt dann, dass sich diese drei Pascarschen Linien 
in eineni Punkte treffeti. In der That liefern sie, wie bekannt, einen 
Steiner'schen Punkt. Die Linien St sind also AnaWa zu diesen Punkten 
der PascaVschen Figur. 

Die beiden den Linien St und St^ ent^prechenden Punkte heissen 
Steinersche Gegenpunkte. 

Die Ebenen (012) , (3'36) , (754) sind sammtlich Tangentialebenen 

des Hyperboloids und bertthren dasselbe in den Punkten A'% A , A'. 

Mithin ist 

p^ der Pol der Ebene i/j, 

In gleiclier Bezieliung stehen die Punkte p , p' , 2^' ^u den Ebenen 
iT, W, ir. Daraus folgt der Satz: 

»Die Linien St und St^ sind reciproke Polaren m Bezug auf 
das Hyperboloid, das durch die Linien (01), (57) und die Punkte 
2,3,4,6 bestimmt ist.D 
Ihni entspricht in der Ebene der He8se'sche Satz: 

»Zwei Steiner'8che Gegenpunkte sind harmonische Pole in Bezug 
auf den Kes^elschnitt, dem das Pascarsché Sechseck einireschrieben ist.» 



352 



H. Dobriner. 



Man erkennt leicht, dass jede /T-Ebene nur durch eine Linie St geht; 
es giebt also im ganzen 5040:3 = 1680 Linien St. 



§ 7. 

Die Symbole der drei Pascarschen Linien, welche den der Linie St 
entsprechenden Steiner'8chen Punkt liefern, gehen auch ans P(i23456) 
hervor, wenn man nicht 2,4,6 sondern 1,3,5 cyklisch vertauscht. Es 
fragt sich nun, welche Beziehungen bestehen zwisehen den drei Ebenen 

H= //(012.3.457.6), 

'H = //(032.5.417.6), 

"/i = Ä(o52.i.437.6). 

Ich betrachte die drei Hyperboloide, welche die Construction dieser Ebenen 
vermitteln. Jedes von ihnen enthält die acht Punkte 0,1. ..7; sie unter- 
scheiden sich aber durch die Geraden (ik), die ihnen als Erzeugende zu- 
gehören; beim ersten Hyperboloid sind es die Linien (01) und (75), beim 
zweiten (03) und (71), beim dritten (05) und (73). 

Am deutlichsten werden die folgenden Figuren die Entstehungsart 
der Hyperboloide und die Lage der Ebenen H = {ABC), 7/ = {^Ä'B'C\ 
"H = {^'Ä"B'C) veranschaulichen. 




^6 





Fig. 2. 



Fig. 3 



Fig. 4. 
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Man ersieht nun, dass in Fig. 2 (AB) mit (06) einen Punkt /£, iind {AC) 
mit (76) einen Punkt v gemein haben, und dass man /i mit (06 , 3 '3 4) 
und u mit (76,3'32) bezeichnen känn. Entsprechendes findet an den 
beiden andern Figuren statt. 
Die Ebene (076) wird also 

von der Ebene H in der Linie fiu geschnitten, 

» D "i? J) )) "/i"i; » 



worm 



j" = (06 , 3'34), > = (06 , 5'54), > = (06 , i'i4) 
drei Punkte der Linien (06) sind, und 

J^ = (76, 3'32), V = (76, 5'52), "v = (76, i'i2) 

drei Punkte der Linie (76). 

Känn ich nun nachweisen, dass das Doppelverhältniss der Punkte 
{6 jfXy [Xy"[jt) gleich dem Doppfelverhaltniss der Punkte (6 , v /v , "v) ist, so 
folgt daraus, dass sich die drei Linien /iv //i'^ ,"/£ "v in einem Punkte 
treffen, und dass der Schnittpunkt der drei Ebenen II/Hy"E in die 
Ebene (076) fällt. 

Diesen Nachweis ftihre ich folgender mässen. Es schneiden sich, wie 
ich zeigen werde 

die Ebenen (ii'2), (33'2), (55'2) in einer Linie (22°), 

» (ii'4),(33'4),(55'4) d » » (44°), 

7> (ii'6),(33'6),(55'6) j> • » d (66°). 

Folglich giebt es ein Hyperboloid, welches die Linien (i i')> (33')>(55') ^^^ 
die Punkte 2,4,6 verbindet. Auf diesem lässt sich von 6 aus eine 
Transversale (66') ziehen, welche mit den Erzeugenden (11'), (33'), (55') 
zu einem System gehört. Diese Erzeugenden sind aber die Durchschnitts- 
linien entsprechender Ebenen zweier Bftschel von gleichem Doppelverhält- 
niss; d. h. die Ebenen 

(ii'2),(33'2),(55'2),.(66'2) 
haben dasselbe Doppelverhältniss wie die Ebenen 

(ii'4),(33'4),(55'4),(66'4). 

Äeta mathtmatica- 12. Imprimé le 18 mal 1R89. 45 
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Und hieraus folgt schliesslich, dass, wenn die ersten die Linie (76) in 
den Punkten ("yy'y6), die anderen die Linie (06) in den Punkten {"/i(i'flL6) 
schneiden, die Doppelverhältnisse beider Punktreihen gleich sein mtkssen. 
Es eröbrigt nur noch zu beweisen, dass die Ebenen (i i'2),(33'2),(55'2) 
sich in einer Linie schneiden, [die von (2) ausgeht]. Aus Fig. 2. ist er- 
sichtlich, dass man för (33'2) auch das Symbol [(3) — (012,752)] wahlen 
darf. Also ist 

(ll'2) = [(l) — (052, 732)], 

(33'2) = [(3) — (012, 752)], 
(55'2) = [(5) — (032, 712)]. 

Die Punkte (o) und (7) känn man durch zwei andere erset-zen, die in der 
Ebene (135) liegen, nämlich durch 

a = (02, 135) und /9-= (72 , 135)- 
Dann hat man 

(ii'2) = [(2)-(i)-(«5,/93)l, 
(33'2) = [(2)-(3)-(«i,y95)], 
(55'2) = [(2) - (5) - (as , y9i)], 

(«5.y53) = «» 
- («i,y95) = ft, 

(«3,A0 = c 
setzt: 

(i i'2) = (ia2), _ (33'2) = (3&2); (55'2) = (5C2). 

Nan schneiden sich aber die drei Linien (i a), (36), (5c) in einem Punkte 
(2°), weil die 6 Linien ('«)> (lyS)» (3«)> (3/9)» (Sot), (5/9) ein Brianchon'sches 
Sechseck mit den auf einander folgeuden Ecken (103056) bilden, folglich 
haben die Ebenen (ir2) , (33^2) , (55'2) die Linie (22®) gemein. 
Das Ergebniss dieser Betrachtungen ist also der Satz: 
»Die drei Ebenen 

1^(012.3.457.6), 

5(032.5.417.6), 

//(052. 1.437.6) 
schneiden sich in einem Punkte I der Ebene {6jo).y> 



öder wenn man 
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Man erkennt leicht, dass die Ebene JI(oi2.3.457.6) noch durch drei 
ander^ Punkte I geht, denn man känn die Ziffern 1,3,5, die cyklisch 
zu vertauschen sind, durch 035 , 137 öder 037 ersetzen. 

Jede Ä-Ebene enthftlt also 4 Punkte S. 

Die Zahl der Punkte S ist 5040.4:3 = 6720. 

In jeder durch drei von den Punkten o , i . . . 7 bestimmten Ebene 
liegen 120 Punkte I. 



§ 8. 

Es werde die Ebene jH'(o 12.3.457.6) polarisirt in Bezug auf die 
Polartetraeder (0246) und (1357). 

Zu (012 , 457) ist die Linie [(46 , 357) — (13 , 026)] conjugirt; die 
Polare von (23,567) ist die Ebene [(046,157) — (13,024)], d. i. 
5(046.3.157.2); die Polare von (34,016) die Ebene [(026,157) — (24,357)], 
d. i. 1^(062.4. 157.3). 

Daraus folgt: 

3)Die Linie A = [(46 , 357) — (13 , 026)] trifft den Durchschnitt 

der beiden Ebenen jH'(o46.3. 157.2) und ^(062.4. 157.3) in einem 

Punkte K.y> 
Berttcksichtigt man, dass durch A 4 jff-Ebenen hindurchgehen (§ 3), so 
hat man den Satz: 

»Die sechs Ebenen 

JI(o62. 4. 157,3), 5(064.1.357.2), 5(264.1.357.0), 
5(046.3.157.2), 5(026.4.137.5), 5(026.4.135.7) 

schneiden sich in einem Punkte K.y> ^ 

Liegen die Punkte i , 2 . . . 6 in einer Ebene Ej so haben mit ihr die 
5-Ebenen der ersten Vertikalreihe die PascaVschen Linien 

P(624i53) und P(463i52) 

gemein, jede der beiden 5-Ebenen der zweiten Reihe die PascaVsche 
Linie P(64i352), während die letzten zwei 5-Ebenen mit ihr zusammen- 
f allén. Aus unserem Satz folgt also ftir die ebene Figur, dass sich 
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Dclie drei Pascarschen Linieu 



^(624153), P(463i52),P(64i352) 

in einem Punkte K schneiden.» 
Dieser Punkt ist bekanntlich ein Kirkman^scher Punkt; in der räuinlichen 
Figur Averden Avir also K als das Analogon zu einem Kirkman'schen 

% 

Punkte ansehen.^ 

K ist definirt durch das Symbol 



f (64, 357) — (13, 260) \ 



K\ 



//(062.4.157.3) 
1/(046,3.157.2) 



Vertauscht man hierin 1)0 mit 2, 2) o , i , 2 , 3 mit resp. 5,4,7,6 

und 3) 0,1,2,3 mit resp. 7,4,5,6, so erhält man drei andere Punkte 

Ky die aber alle auf derselben Linie A liegen. Jede Linie A enthält 

also 4 Punkte Ä", und 

Ddie Zahl der Punkte K ist 5040.4 = 20160.D 

Wir suchen nun die Zahl derjenigen Permutationen der Ziffern o , i . . . 7, 

welche in K das Symbol einer der Ä-Ebenen unverftndert lassen. 

Zunächst setzen wir in K fttr 4,6,3,2 resp. 6 , 2,4,3 und 

finden 

f (26, 457) — (14, 320)1 



K. 



7/(023.6.157.4) 
^(062.4.157.3) 



Vertaiiäfehen wir dann in K sowohl, wie in JST^ 1)0 mit 6, 2) 1,5,7 
mit resp. 2,6,0 und 3) 1,5,7 mit 2,0,6, so bleibt das Symbol 
H{o6 2.4.157.3) un verändert und Avir schliessen : 



^ Die Methodc dicscs Paragraphcn ist eine NachbilduDg derjenigen, yermittelst 
weleher G. Bauer die teiiwcise Polarität zwischen Pascarschcn Linien und Kirkman^- 
schen Pankten nachgewiescn hat. (Ahh. d. Bayer. Akad. d. Wissensch., Bd. II, p. 
Ill — 139. ^874.) 
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»In jeder iZ-Ebeno liegen 8 Punkte ÄT, die kciner ihrer /I- 
Linien angehören. d 
Uberdies hat jede i/-Ebenc 4 Linien A mit je vier Punkten Kj folglich 
enthält jede Ä-Ebene iin ganzen 24 Punkte K, und, da durch jeden 
Punkt K 6 JT-Ebenen gehen, ist 5040.24:6 = 20160 die Zahl der ttber- 
haupt vorhandenen Punkte K. 



§ 9. 

Durch cyklisclio Vertauschung der Zififern 2,4,6 findct man aus 



K 



K' 



und 



K"\ 



f (64, 357) — (13. 260) ] 
//(062.4.157.3) 
JEf(o46.3.i57.2) 

((26, 357) — (13 »420) 
77(024. 6. 157.3) 
7/(062.3.157.4) 

f (42 , 357) — (13, 640) ] 
77(046.2.157.3) 
77(024.3.157.6) 



K war der Pol von 7^(012.3.457.6) in Bezug auf die Polartetraoder 
(0246) und (1357); Ä* und K" sind niithin in demselben Polarsystum 
die Pole von 7/'(oi4.3.657.2) und ^"(016.3.257.4). Da ab.er 77, ^', 7/" 
sich in einer Linie schneiden (§ 6), so folgt: 

»Die drei Punkte K, K', K' liegen auf einer Geraden C» 
Diese Linie C entspricht einer (Salmon-) Cayley'schen Linie der Pascal'- 
schen Figur. 

Die Zahl der Linien C ist 1680.4 = 6720, denn jeder Linie St 
entsprechen vier Linien C, Aveil man als erstes Polartetraeder jedes der 
vier folgenden (0246) ,(1246) , (5246) , (7246) wahlen känn. 
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/ 

In § 7 ist nachgewiesen Avordeii, dass jede durch drei der Punkte 
o , I ... 7 bestiramte Ebene 1 20 Punkte enthält, die Steiner'schen Punkten 
der Pascarschen Figur entsprechen. Es lässt sich nun zeigen, dass in 
jeder dieser Ebenen auch solche Punkte liegen, die Kirkman'schen Punkten 
entsprechen. 

Ich ziehe in der Ebene (346) drei gerade Linien, i) die Linie (34), 
2) den Durchschnitt (016,346) und 3) die Spur der Ebene -5(016.3.427.5), 
d. i. die Linie, welche durch die Punkte (36, 275) und (34,015) geht. 

Diese Linien i), 2), 3) bilden ein Dreieck J; in Verbindung mit 
demselben betrachte ich das Dreieck J' mit den Seiten 

I') (012,346), 2') (457.346), 3') (36). 

Die Seiten i) und i') schneiden sich in dem Punkte (34,012), die Seiten 
2) und 2') in dem Punkte (016 , 457 , 346), schliesslich die Seiten 3) und 
3') in dem Punkte (36, 275). Diese drei Punkte liegen aber auf dem 
Durchschnitt der Ebene /r(o 16. 3. 45 7. 2) mit (346), folglich mtissen die 
Linien, welche die entsprechenden Ecken der Dreiecke J und J' verbinden, 
durch einen und denselben Punkt gehen. 

Die Ecke (i ,2) in A ist der Punkt (34,016), die Ecke (i', 2') in 
å! der Punkt (012 , 457 , 346) und ihre Verbindungslinie der Durchschnitt 
von ^^(oi 2.3.457.6) mit (346). 

Die Ecke (2 , 3) in J ist der Punkt (016, 427, 346), die Ecke (2', 3') 
in J' der Punkt (36,457) und ihre Verbindungslinie der Durchschnitt 
von l^(oi6..3.247.5) mit (346). 

Da schliesslich die Ecken (i , 3) und (T, 3') in die Punkte (34,015) 
und (36,012) fallen, so können wir den Satz aussprechen: 

»Die Verbindungslinie der Punkte (34,015) und (36,012) triflft 

den Durchschnitt der Ebenen 5^(012.3.457.6) und ^^(016.3.247.5) 

in einem Punkte xd, 
öder, wenn man noch die JT-Ebenen berttcksichtigt, die durch die beiden 
F-Punkte gehen, in anderer Form: 
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DÖie vier Ebenen 

77(012.3.457.6) , 77(015.6.347.2), 
77(016.3.247.5) , 7/(012.4.367.5) 

schneiden sich in einem Punkte x der Ebene (346).» 
Efl ist leicht zu zeigen, dass im Grenzfalle der Punkt x in einen Kirk- 
man'8chen Punkt ttbergeht 



§ II. 

Zum Schluss vervoUstandigen wir die Resulta te, die mit Hilfe der 
in § 5 u. f. f. angewandten Methode zu erlangen sind. 

Die acht Punkte o , i . . . 7 lassen sich auf 35 Arten in zwei Gruppen 
von je vier ordnen. Es giebt also tiberhaupt 35 Polarsysteme. Sucht 
man in jedem dieser Systeme den Pol einer und derselben T^-Ebene, so 
erhalt man 35 Punkte, die sich aber in 10 Gruppen von Punkten we- 
sentlich gleichen Characters ordnen lassen. In § 5 haben wir Repräsen- 
tanten von 4 Gruppen, und in § 8 einer ftlnften Gruppe kennen gelernt. 
Von den fttnf -ftbrigen Gruppen enthalt die eine nur F-Punkte als Pole 
von Ä-Ebenen. 

Polarisirt man nämlich 7^(012.3.456.7) in Bezug auf (0123) und 
(4567), so findet man als reciproke Polare von (012 ^ 457) die Linie (37), 
als Polare von (23,567) die Ebene (014) und als Polare vön (34,017) 
die Ebene [(012 , 567) — (23, 456)]. Der gesuchte Pol ist also der Punkt 
(37,0^4), der in der That mit (012,567) und (23,456) in einer Ebene 
liegt, nämlich in 7/(012.3.756.4). 

a) Ferner sei 7/(012.3.456.7) zu polarisiren in Bezug auf (0157) und 
(2346). Die reciproke Polare von (012 , 456) ist die Linie 

[(57,346) — (23,017)], 

die Polare von (34,017) die Ebene (265) und die Polare von (23,567) 
die Ebene [(46) — (01,234)]. Da nun die'beiden letztgenannten Ebenen 
die Punkte (6) und (401,234,256) gemein haben, so besteht der Satz: 
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))Die vier Punkte 

(6), (014, 234, 256), (57 , 346), (23,017) 

liegen in einer und derselben Ebene.D 

Man känn den Satz auch wie folgt bewiesen. Auf der Linie (657, 346), 

welche die Punkte (6) und (57 , 346) verbindet, liegt auch der Punkt 

(34,567). Durch diesen und durch den Punkt (23,017) gehen aber die 

Ebenen ^(014.3.256.7) und (234), folglich liegt auf ihrer Verbindungs- 

linie der Punkt 

(014, 256, 234). 

b) Es seien (2347) und (0156) die Tetraeder und ^^(oi 2.3.456.7) 
wiederum die Ebene, deren Pol bestimmt werden soll. Die reciproke 
Polafe von (012 , 456) ist der Linie [(56 , 347) — (01 , 237)], die Polare 
von (23,567) die Ebene [(47) — (01,234)] öder, was dasselbe ist, die Ebene 
[(7) — (014,234)], die Polare von (34,017) die Ebene [(7) — (256, 234)]. 
Es muss also der Durchschnitt der beiden Ebenen [(7) — (014, 234)] und 
[(7) — (256, 234)1 mit den beiden Punkten (56, 347) und (01 , 237) in 
einer und derselben Ebene liegen. Da aber dieser Durchschnitt durch 
die Punkte (7) und (014,234,256) bestimmt ist, so hat man den Satz: 

y>Die vier Punkte 

(7) , (014 , 234 , 256) , (56 , 347) , (01 , 237) 

lieoren in einer und derselben Ebene.)) 
Dieser Satz lasst sich auch folgendermassen beweisen. 

Die beiden von (7) ausgehenden Linien (765,347) und (710,723) 
bestimmen eine Ebene, welche die drei Punkte 

(7), (56, 347), (01 , 237) 

enthält. Auf der ersten Linie liegt aber der Punkt (34 , 567), und auf 

der zweiten der Punkt (23,017). Durch diese beiden gehen die Ebenen 

7/(014.3.265.7) und (234), folglich liegt auf ihrer Verbindungslinie auch 

der Punkt 

(014 , 265 , 234). 

c) Polarisirt man drittens ^"(01 2.3. 456. 7) in Bezug auf (0134) 
und (2567), so findet man: 
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»Die Punkte (34,567) und (27,013) liegen mit dem Durch- 

schnitt der beiden Ebenen [(2) — (014,567)] und [(01) — (34,256)] 

in einer Ebene.» 

d) Zum Schluss suche ich noch den Pol von 5^(047.3.126.5) in 
Bezug auf die Polartetraeder (0127) und (3456). Die reciproke Polare 
von (047 , 126) ist die Linie [(12 , 356) — (07, 345)], die Polare von 
(37,256) die Ebene [(012 , 456) — (34 , 701)] d. i. ^(012.3.456.7) 
und die Polare von (13 , 045) die Ebene [(702 , 456) — (36, 127)) d. i. 
7/(720.3.654.1). Der Durchschnitt von 0^(012.3.456.7) und 7^(720.3.654.1) 
liegt also mit den Punkten (12 , 356) und (07 , 345) in einer Ebene. 

Berticksichtigt man, welche //-Ebenen durch diese Punkte gehen, 
so gelangt man zu dem Satz: 
»Die sechs Ebenen 

//(012.3.456.7), 7f(i2o.7 635.4), 7/(071.2.435.6), 
7/(720.3.645.1) , 7/(127.0.635.4) , 7/(072.1.435.6) 

schneiden sich in einem Punkte.» 
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NOTE SUR LES HUIT POINTS D'INTERSECTION 
DE TROIS SURFACES DU SECOND ORDRE 

PAR 

H.-G. ZEUTHEN 

å COPBNHAGUE. 

■ 

Le rédacteur en chef des Acta Mathematica ayant bien voulu me 
montrer, avant Timpression, le mémoire précédent de M. Dobriner — 
ce qu'il a pu faire parce que raon nom figure dans la rédaction — je 
profite de cette circonstance pour joindre quelques remarques ä cet iu- 
téressant travail. 

On sait que de nos jours beaucoup de géométres se sont occupés 
des huit points d*intersection de trois surfaces du second ordre, dans le 
but de trouver la construction la plus simple du huitiéme point lorsque 
les sept points du groupe sont donnés; mais ils se sont contentés d'en 
étudier un petit nombre de propriétés convenables ä ce but. M. Dobri- 
ner, au contraire, a fait des propriétés de la configuration une étude in- 
dépendante des applications constructives. 

L'intérét des propriétés qu'il a trouvées s^augmente par la circon- 
stance qu'elles font espérer d'en trouver d'autres qui ne sont pas moins 
simples. En effet, en généralisant les propriétés connues de la configura- 
tion formée de six points d'une conique plane, il est parvenu ä des 
resultats qui ne sont pas symétriques par rapport a la configuration des 
huit points dont il s'occupe. 
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Il est donc probabte qu*il existe des 'propriétés plus générales qui 
8'étendent d'une maniére uniforme a tous les huit points. 

Ges propriétés ne se rattacheront pas immédiatement aux plans de 
Hesse, dont la détermination par les huit points n*est pas symétrique; 
raais on peut substituer au théoréine de Hesse le théoréme suivant: 

I. 12345678 étant un octogone inscrit å trois surfaces du second 
ordre qui rC appartiennent pas ä un faisceau, les droites dHntersection des 
plans passant par les triples opposés de sommets: 

'-O' H^ty -ä- HO 

se frouvent sur une surface du second ordre. Nous les appellerons ses di- 
rectrices en reservant le nom de génératrices aux droites de Tautre genera- 
tion de la surface. 

Ge théoréme comprend celui de Hesse. En effet, la droite joignant 
le point (34, 678) au point (45 ,812) rencontre évidemment les droites 
h j c et d. Selon le théoréme énoncé il doit donc rencontrer aussi la 
quatriéme droite a, ce qui est le théoréme de Hesse. 

De Tautre cöté on peut déduire le théoréme énoncé de celui de 
Hesse. A cet effet il suffit de considérer trois droites, telles que 

[(34, 678), (45, 8 1 2)], 

qui rencontrent, selon le théoréme de Hesse, les qua tre droites a, ft, c, rf. 
Gela suffit pour démontrer que celles-ci se trouvent sur une surface du 
second ordre. 

Le théoréme énoncé présentant une certaine analogie avec celui de 
Pascal, on doit obtenir les théorémes qui correspondent d'une maniére 
semblable a ceux de Steiner, Kirkman etc, en étudiant les relations 
qui ont lieu entré les surfaces que déterminent, conformément au théoréme 
énoncé, un groupe d'octogones inscrits aux surfaces données. 

Nous nous bornerons ici a établir le théoréme suivant: 

n. Les génératrices des surfaces du second ordre qui correspondent 
de la maniére indiquée dans le théoréme I aux 16 octogones: 
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12 34 56 78 
21 34 56 78 
12 43 56 78 
21 43 56 78 
12 34 65 78 
21 34 65 78 
12 43 65 78 
21 43 65 78 
12 34 56 87 
21 34 56 87 
12 43 56 87 
21 43 56 87 
12-346587 
21 34 65 87 
12 43 65 87 
21 43 65 87 

appartieiidront ä un complexe Unéaire. 

m 

On voit que, dans les 16 octogones que iious venoiis d'énumerer, 
les quatre couples de soinmets 12, 34, 56, 78 se succédeiit dans le méme 
ordre, rnais que le groupe est fonné par la combinaison de toutes les 
inversions de sommets appartenant au méme couple. 

Pour démontrer le théoréme II nous rappellerons que deux couples 
quelconques de directrices (génératrices) d'une surface du second ordre 
peuvent étre pris pour des droites conjuguées par rapport a un complexe 
linéaire, qui contiendra les génératrices (directrices) de la surface, et que 
le complexe est déterminé par ces deux couples de droites conjuguées; 
il est aussi déterminé par un couple de droites conjuguées et par une 
droite donnée du complexe qui ne rencontre pas les droites conjuguées 
données, ou par cinq droites du complexe. 

Si nous déterminons un complexe par les deux couples de droites 
conjuguées a et rf , ft et c de la surface du théoréme I, il suffira de dé- 
montrer que ce complexe a des rapports analogues avec la surface cor- 
respondant a Toctogone 21345678, qu'on obtient par une seule des in- 
versions permises. Gette derniére surface contient les directrices 

«.(-). ..(-), .M-). "^a- 



Note sur les huit poiots dMotersoctioD de trois surfaces du second ordre. 365 

Il Slagit donc de démontrer que le complexe déterminé par les couples 
de droites conjuguées a at d y e et f colncide avec celui que nous avons 
déja déterminé. Cela résulte du fait que ces deux complexes ont en 
commun le couple de droites conjuguées a et ri et la droite du complexe 
34, qui rencontre b et c y e et f sans rencontrer a et rf. 

En considérant la détermination par les droites conjuguées a et rf, 
b et c, on voit que le complexe contient les droites suivantes 

12 , 34 , .56 , 78, 
et 



/i23\ /i28\ /342\ /345\ 
VsW ' 1567/ ' \78i/ ' V786;' 



et, en appliquant a ces derniéres droites- les inversions permises, on en 
trouve encore les droites suivantes 



/I24\ /I27\ /34i\ /346\ 
1563/' \S6S)^ V782I' \7Ss)' 



En établissant directement que ces 12 droites appartiennjent a un 
scul complexe linéaire, on aura de nos théorémes I et II une demonstra- 
tion indépendante du théoréme de Hesse; En effet, les droites a et rf, 
qui rencontrent quatre de ces droites, formeront un couple de droites 
conjuguées, de méme b et c , e et f, et on sait que deux couples de 
droites conjuguées se trouvent toujours sur une surface du second ordre. 

Afin d*avoir une détermination de notre complexe qui ne dépend 
pas de notre théoréme I, nous commencerons par démontrer que les droites 



in 



-O' -(;?:). '-c^i). ■ "-a 



sont des directrices d*une surface du second ordre. 

En effet, il résulte de la propriété fondamentale des huit points 
donnés, qui il existe une surface du second ordre qui passé par les droites 
56 et 78 et les points 1,2,3,4. On a donc entré les rapports anhar- 
moniques des plans joignant les droites 56 et 78 a ces points Téquation 

suivante 

56(1234) = 78(1234), 

ou bien, én désignant par i" et 2" les points oii les plans 781 et 782 
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rencontrent la droite 34, et par 3' et 4' les points oii les plans 563 et 
564 rencontrent la droite 12: 

(i23'4') = (i"2"34). 
Or les droites 

II j 22 ,33,44 

sont identiques respectivement a 

p y q , 7n , n, 

On voit donc que ces quatre droites sont des génératrices ou directrices 
d*une surface du second ordre. 

Le complexe linéaire qui a les couples de droites m ot n y p et q 
pour droites conjuguées contiendra les droites 

12 , 34, 56, 78 
et 

/i23\ /i24\ /34i\ /342\ 

\564/ ' V563/ ' [7^2) ' V78i;- 

En intervertant entré eux les deux couples de points, 12 et 56, on 
trouve un complexe qui a encore m et w pour droites conjuguées, et 
qui contient encore la droite 78, qui ne rencontre pas m et n. Ce nouveau 
complexe doit donc colncider avec le précédent. On voit ainsi qu'il 

contient les droites (llVj ^ {it/\y ^* de méme par Tinversion des deux 

couples de points, 34 et 78, qu'il contient les droites ( ^o) , ( /: • 

Comme le complexe trouvé contient les quatre droites 12,34,56,78, 
tous les trois complexes qu'on obtiendrait en ordonnant les quatre couples 
de points 12,34,56,78 de différentes maniéres, doivent contenir la 
congruence déterminée par ces méme quatre droites. On aura donc, en 
désignant le complexe déjä considéré par (12 , 34, 56, 78) et en appli- 
quant des notations analogues aux deux autres, le théoréme suivant: 

III. Les complexes (12,34,56,78) , (12,56,78,34) , (12, 78, 34, 56) 
ont efi commun une congruence de droites. 

Copenhague le 27 février 1889. 
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Ober eine besöndere art 
der kettenbruch-entwicklung reeller grös.sen 

VON 

A. HURWITZ 

in KÖNIGSBBRG 1. Pr. 

Bezeichnet x^ irgend eine reelle Grösse und setzt man 
(O ^0 = «o — é"' ^1 = «i — - y ' ' y ^» = « 



wo die ganze Zahl a„ immer so bestimmt ist, dass die Differenz x„ — a„ 
zwischen die Grenzen und +- fällt, so erhftit man fQr x^ die Ket- 

2 2 " 

tenbruch-Entwicklung 



(2) ^o = «o ' 



I 
a. 



a. 



In der vorliegenden Arbeit habe ich diese Art von Kettenbruch-Ent- 
wicklung in eingehender Weise untersucht. Ich hatte diese Untersuchung 
schon abgeschlossen, als ich auf eine in den Göttinger Nachrichten 
aus dem Jahre 1873 erschienene Note ^ von Herrn Minnigerode auf- 
merksam wurde. Herr Minnigerode zeigt, dass die Entwicklung (2) im- 
mer periodisch wird, wenn x^ ciner ganzzahligen quadratischen Gleichung 
gentlgt, sowie dass diese periodische Entwicklung zur vollstÄndigen Auf- 
lösung der Peirschen Gleichung dienen känn. Diese Resultate ergeben 



* Dber eine neue Methode, die PeWsche Gleichung aufzulösen. 

Aeta mathematica. 12. Imprimé le 11 jain 1889. 



368 A. Ilurwitz. 

sich auch un Verlaufe der vorliegenden Untersuchuiig; sie bezeichnen 
indessen hier riur einzelne Glieder in der Kette von Sätzen, deren Ge- 
sammtheit die Theorie jener Kettenbruch-Entwicklung ausmacht. Dass 
die Entwicklung (2) ftir quadratische Irrationaliteten periodisch wird, 
folgt tkbrigens auch unmittelbar aus den Sätzen, welche ich im ii**° 
Bände dieser Zeitschrift (Iber die Entwicklung complexer Grössen in Ket- 
tenbrtiche bewiesen habe. 

Bei jeder besonderen Art von Kettenbruch-Entwicklung ist das Gesetz, 
nach welchem die Näherungsbrrtche fortschreiten, von fundamentaler Be- 
deutung. Es handelt sich namentlich daruin, zu untersuchen ob und in 
welcher Weise die Nenner der Nilherungsbriiche wachsen, soAvie festzu- 
stellen wie stark die entwickelte Grösse durch die Näherungsbröche an- 
genähert wird. Es ist nun merkwttrdig, dass diese Untersuchung mit 
Nothwendigkeit darauf ftthrt, neben der ursprtlnglichen noch eine zweite 
Art von Kettenbruch-Entwicklung in Betracht zu ziehen. Dieser Uinstand 
ist bislang wohl deshalb nirgends hervorgehoben worden, weil in den 
bisher ausfQhrlich untersuchten Fallen die zweite Entwicklungs-Art mit 
der ursprönglichen identisch ist. In dem vorliegenden Falle werden da- 
gegen, wie man sehen wird, beide Arten gänzlich von einander verschieden. 



% 1. BezeAchmingen. 

Im Folgenden werde ich die Kettenbruch-Entwicklung einer Grösse 
rr^, welche aus den Gleichungen . 

v3y ^0 "~ ^0 — T ' ^1 "* ^i v ' • • • j ^n — ^H ^ ~ ' • • • 

hervorgeht, abktlrzend durch 

bezeichnen.' Den ??^*" Njlherungsbruch dieser Ent^^^icklung nenne ich 

5) f = (''o , «1 , . . . , «„), 
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und denke mir den Zfthler und Nenner dieses Bruches durch die be- 
kannten Recursionsformeln 

■ 
(6). Pn = «,i>«-l — /»n-J. ■ Qn = «n?,-I — Qn-i, 

mit Htklfe der Anfangswerthe 

P-s = o, 2>_i = I ; g_i = o, Jo = I 

berechnet. Zwischen den eingeftthrten Grössen bestehen die Identi täten: 

/ 

(7) Pn-ign — Qn-lPn =1, 



(8) 






Ich bemerke ferner, dass ich dié reellen Zahlen (und nur von solchen 
wird in der Folge die Rede sein) in der ablichen Weise durch die Punkte 
einer unbegrenzten Geraden repräsentire. Diese Gerade betrachte ich als 
in sich geschlossen, entsprechend dem Umstande, dass die beiden Werthe 
+ CO und — CO als nicht verschieden gelten sollen. Durchlftuft ein 
Punkt die Gerade von — oo bis -J- co, so bewegt er sich in derjenigen 
Richtung, welche ich als die »positive» bezeichnen will. Die Gesainmt- 
heit der Werthe, die ein Punkt nach und nach repräsentirt, welcher sich 
in positivem Sinne von a bis b bewegt, bilden das Intervall a . . .b. 
SoU die obere öder untere Grenze eines Intervalles nicht zu deinselben 
gerechnet werden, so deute ich dieses dadurch an, dass ich die betreffende 
Grenze in Klammern getze. Hiernach wird z. B. eine Grösse f in das 

Intervall . , , i A fallen, wenn < f < - und in das Intervall 

2 \2/, . ' 2= 2 

2 . . . ( — 2), wenn entweder f >^ 2 öder f < — 2 ist. Um auszudrtlcken, 
dass eine Grösse c in ein bestimmtes Intervall a ... b fällt, Averde ich 
mich bisweilen der symbolischen Gleichung 

(9) f = a ... & * 

bedienen. Ich stolle hier einige Regeln zusammen, nach welchen man 

Aeta mathematica. 13. Imprimé le 21 jain 1880. 47 
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mit solchen syinbolischen Gleichungen rechnen känn. Mit der Gleichung 

(9) bestehen immer gleichzeitig die folgenden Gleichungen: 

(10) S + k =■ a -{- k . . . b + ky 
' wo k positiv öder negativ sein känn. 

(ii) k$ = ka . . . kh, 

wenn k positiv ist. 

« 

(12) — c = — b... — a. 



(^^) 



I *__ I 1 

<; a b 



Allgemein besteht der Satz: 

Bezeichnen a y jS , j- , f7 irgend welche Grössen, so folgt aus (9) die 
Gleichung 



oder die Gleichung 



Ts + ^ yfi + å ' ' ' yb + d 



fz$ + fi _ ah + p gg + /? 

rf + * "" r^ + « ' " r« + (^ 



je nachdem ad — (iy positiv oder negativ ist. 

Ferner ist es gestattet aus den beiden Gleichungen 

f c = ^ . . . ft 

(H) 

die Folgerung 

(15) f +f = a + rt'...ft + Ä' . 

zu ziehen: i.) wenn a<h und a'<&', 2.) wenn a < i,a'>ft',rt + Ä'>64-ft' 
und 3.) wenn a > b y a' <h\ a -\- a' > h + b' ist. Falls in einer der Glei- 
chungen (9) und (14) die eine oder andere Grenze mit einer Klämmer 
versehen ist, so inuss auch in . jeder abgeleiteten Gleichung die ent- 
sprechende Grenze in Khnninern gesetzt werden. 
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S 2. Die Theiliienner der Kettenbruch'Entivicklun{/. 

Die Ketteubruch-Entwicklung, welche ich untersuchen will, entsteht 
fttr eine beliebige Grösse .7^^, wenn man die Gleichungskette (3) iiach 
folgender Massgabe biidet. Man inarkire auf der Geraden, deren Punkte 

die reellen Zahlen repräsentiren, die Punkte ±-,±-, +-,... und 

^ ^ £t 

theile dadurch die ganze unendliche Gerade in unendlich viele Intervalle* 

« —^ •••(«+ ^) ,(« = —,^ . . . + co). 

Dann soll in der Gleichungskette (3) filr a^ immer diejenige ganze Zahl 
genommen werden, welche in demselben Intervalle wie x^ liegt. 



Fig. I. 




Diese Zahlen rtj , a^ , 0^3 , . . . , welche die Theilnenner der Kettenbruch- 
Entwicklung bilden, unterliegen gewissen allgemeinen Gesetzen, welche ich 
zunachst aufstellen Avill. Aus der Gleichung 



^i 



^*=-2---(-2) 



«-n,i,2,...) 



folgt 



^<+i — ' 



Xi — a i 



= 2 . . . ( — 2), 



^ Siehc Figur l. Um die Ao9chauliohkeit der Figur zu erhöheo, ist ttber jedes 
der in Betracht kommenden Intervalle - eio nach oben gerichtctor Halbkreis besohrieben. 
Die io der Figur ebeofalls gezcichneteD, uach uoten gerichteten Halbkreise sollen in gleicber 
Weise eiae später zu bctrachteode iDteryaU-EintheiluDg anschaulich machen. 
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Daher können die Theilnenner a^ , ^'^ , ^^3 , . • • > nur Zahlen aus der Reihe 

+ 2 , ± 3, ± 4, .. . 

sein. Wenn ferner einer dieser Theilnenner, etwa a^, den Werth 2 erhält, 
60 ist 

also 

und 

^i+i = — i = CO . . . (— 2). 

Es känn daher, wenn a^ = 2 ist, der folgende Theilnenner a^^^ nur der 
Reihe 

2 , 3 > • • • 

entnonimen sein. Ebenso ergiebt sich: wenn a^ = — 2 ist, so ist der 
auf (ii folgende Theilnenner a,+i nothwendig eine Zahl der Reihe 

I 2 , -p 3 > • • • • 

Hiermit sind nun alle Gesetze, Avelche fQr die Theilnenner gelten, er- 
schöpft, wie aus folgendem Satze hervorgeht: 

Es sei 

(16) ^0 =(*o> ^' ^' ••• j ^«»y«+i)^ 

wo b^ , b^ , b^ , , . . y b^ ganze Zahlen j y„ ^ ^ eine reelle Grösse bezeichnen. Dann 
stdlt die Gleichunff (16) die hier betraclUete Kettenbruch-Entwicklung der 
Grösse x^ vor^ wenn folgende Bedingungen erfiilU sind: 

I .) Die ZaJden &, , ftj , . . . , 6„ sind absolut genommen grösser ah i . 

2.) Ist eine der ZaJden b^, b^j . . . etwa b-, gleich 2 bez. gleich — 2, 
so ist die folgende b^^l eine negative bez. positive ZaJd. 

3.) Die Grössen y„ . , und b„ gehören dem Intervalle 2 . ..( — 2) an. 

?/« + ! ^ ' 
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Der Beweis dieses Satzes lässt sich leicht durch den Schluss von 
n — I auf n fQhren. Man setze nämlich 

(17) ^- = *--^.' 

so wird 

(18) a^o = (/>o , fti , • . . , /-».-i , y„). 

Nun gehören aber y/„ und b„_i dem Intervalle 2 . . . ( — 2) an. Far 

I/h 

y„ ist dieses Voraussetzung, während es fttr i„_, ohne Weiteres ein- 

leuchtet, falls b„_i eine Zahl der Reihe -f 3, — 3, + 4j — 4>«-- is*- 
Wenn aber b^,,^ gleich 2 öder — 2 sein sollte, so wird b„ nach Voraus- 
setzung eine negative bez. positive Zahl, folglich nach (17) y^ negativ 

bez. positiv. Daher liegt auch in diesen Fallen &„_i -= in dem Inter- 

valle 2 . . . ( — 2). Der Kettenbruch (18) befriedigt nun alle Bedingungen 
unseres Satzes; nehmen wir also den Satz als richtig an fQr den Fall, 
dass die Anzahl der Zahlen ftj , ft^ , . . . gleich n — i ist, so folgt, dass 
die Gleichung (18) die hier betrachtete Entwicklung der Grösse x^ dar- 
stellt. Verbinden wir hiermit die Gleichung (17), so zeigt sich, dass auch 
der Kettenbruch ( 1 6), welcher n Zahlen 6j , J^ , . . . enthält, die behauptete 
Eigenschaft besitzt. Nun gilt aber der zu beweisende Satz offenbar, wenn 
n = I ist, und folglich gilt er fiir jeden Werth von n. 

Aus diesem Satze ergeben sich durch Specialisirung die folgenden 
weiteren Sätze: 

5)Der Kettenbruch Ä = (fto > ^i ? ^2 > • • • » K) stellt die hier betrachtete 
Entwicklung der rationalen Zahl k vor, wenn die Zahlen b^ , b^ , . . . ^ b^ 
die Bedingungen i) und 2) des vorigen Satzes befriedigen und 6„ von 
— 2 verschieden ist.» Ferner: 

Der n^^ NäJierungsbruch der Entwicklung 

(19) Xo = {aoja^.a^y . . . y a„, x^^^)' 

besitzt selber die Entwicklung 

(20) ^-^ = {(i^ , r/j , nr, , . . . , a,) 
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oder die Entwicklung 

(21) ^ = (flf, , a, , a^ , . . . , a„_i +1,2), 

je nachdem a„ vaw — 2 verschiedeii oder gleich — 2 w^ 

rf 

Endlich folgt aus der Entwicklung 

Xq = \(Iq y dl j (t^ 1 * ' ' 9 ^H y •^n + l) 

die andere 

mit einziger Ausnahine des Falles, wo x„^^ = 2' ist. In diesera Falle 
lautct die Entwicklung von — .r^: 



S 3. Dfe Nenner der Näherungsbräche. 

Ich betrachte nun die Nenner 

(22) . ^0 = 1' ^1 = «i; ^a» '?».••• 

der NäherungsbrQche, welche zu der Entwicklung einer beliebigen Grösse 

(23) ^0 = K' «i' «».-••) 

gehören. Aus der Gleichung 

(24) y« = o.5'«-i — ?»-2, • 

folgt 

I y» I > I a,?,_, I — I <7„_, I > 2\q,_, I — I g„_, |. 

wo I <7, 1 » I «,?»-! [ • • • » wie Öblicb, die absoluten Betrilge von g„, a«9,._i, ... 
bedeuten. Wenn nun I?"»-!! > |<7n-3|) so wird auch, der vorhergehenden 
Ungleichung zufolge, | (/„ | > |<7„-i| sein. Da aber offenbar | 7, | > Jy^l, 
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SO folgt nach und nach | (/a | > | 7, | » | (7a | > | 9» | > • • u"d allgemein 
I ?n I > |y«-i|- Es liegt also der Quotient 

(=5) ^ 0.='^ 

beständig zwischen — i und + i. 

Man denke sich nun fQr x^ alle möglichen reellen Grössen genommen, 
und för jeden einzelnen Werth von x^ die Reihe der Quotienten Ci , O^, 
Ojj , . . . gebildet. Alle diese Quotienten werden durch Punkte des Inter- 
vair» — I . . . + I repräsentirt, und man erhftlt also in diesem Intervalle, 
den unendlich vielen Werthen von On entsprechend, unendlich viele Punkte. 
Es ist nun eine för unsere Theorie fundumentale Frage, welches die untere 
und Avelches die obere Grenze dieser unendlichen Menge von Punkten ist. 
Bezeichnen wir den reciproken Werth von D„ mit 



9 



(26) ^n--—^ 

80 finden wir, vermöge der Gleichung (24) 

(27) Q^ =aj, Q^ = a^ — ^, Q, =a, — ^, ..., (?„ = ö„ — ~ 



n -1 



woraus för Q^ die Kettenbruch-Entwicklung 

(28) (?„ -= {a„ , a„_, , ff,_2 , . . . , a,) 

folgt. Betrachten wir nun zunRchst nur solche Werthe von x^, för 
welche keiner der Theilnenner a^ ^ a^, ... gleich 2 öder — 2 wird. Es 
ist dann 

4;^^ = f?^ = 3 . . . 3, 

..II I 

<i>. =- «, — TT = 3 -^ 



^' ^ 3 --i" ' -3-J-' 

3 "* -3 



u. 8. f. Die Zahlen 3 , (3 , 3) , (3 . 3 » 3) . • • • bilden nun eine Reihe be- 
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ständig abnehmender Grössen, deren untere Grenze der unendliche Ket- 

tenbruch 

\3 > 3 j 3 ) 3 > • • »y 
ist. Bezeichnen wir mit 

(29) r = ^^-^= 0,382... 

die kleinere Wurzel der Gleichung 

^+- =^ 3, 

T 

SO ist - der Werth des unendlichen Kettenbruchs. Die untere und obere 
r 

Grenze der betrachteten Werthe (?„ sind also — - bez. + -> und folglich 

die Grenzen von O^ = tt- bez. — r und + ^'- Betrachten wir nun auch 

den Fall, wo in der Entwicklung von x^ die Werthe 2 und — 2 als 
Theilnenner äuftreten. Ist r?„^.i der erste Theilnenner, welcher gleich 2 
öder — 2 ist, so wird 

2 — r . . . 2 + ^' 



öder — 2 — r... — 2 +r 



Qn\\ == «n + l -Q^ = 

also a fortiori 

(?n+i = + 2 — r...— 2+r 

und 

Crt + i = 7J = i + ^' • • • ^ '*> 

V« f 1 

da =1 — r ist. Die in diesem Falle stattfindenden Grenzen — i + r 

2 — r 

und I — r erweisen sich nun als die allgemein riclitigen, wie aus dem 
folgenden Satze hervorgeht: 

Entwickelf man Irgend eine Grösse x^ in den Kettenbruch 
und hezeichnet C,, den reciproken Werth von 
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SO liegt D, stels zwischen — r und i — r, ^venn «„ van — 2 verschieden 
isty und zwischen — i + r und r, wenn rt„ von 2 verschieden ist. 

Da nach den Gleichungen (27) 

ist, da ferner fttr einen positiven Werth von a^^^ der Theilnenner a„ nicht 
gleich 2, ftir einen negativen Werth von a„^, nicht gleich — 2 sein knnn, 
so lasst sich unser Satz aiich so aussprechen: 

Der Werth von 

liegt im IntervaJle a„^i — r . . . a„^., + i — r, M?enn a^^^ positiv isfj und im 
Intervalle a„^., — i + ^' . . . ö^„+i + r, wenn a„^i negativ ist. 

Nehmen wir an unser Satz gelte för den Index n — 1, so folgt aus 
der zweiten Form des Satzes 

Q„ = a„ — r ...a^-i- 1 —r, ftir a„ = 2 , 3 , . . . , 
und 

(2« = fl„ — I + r . . . a„ + r, ftir a„ =- — 2 , — 3 , 

Die verschiedenen Intervalle för a, = 2 , 3 , . . . reihen sich an einander, 
ebenso die Intervalle för 0^ = — 2 , — 3 , . . . : Indeni man dieses be- 
achtet erkennt man, dass 

ö. = 3 — »* • • • — 2 + r, 
wenn a„ von 2 verschieden ist, und 

ö« = 2 — /• . . . — 3 + r, 
wenn a„ von — 2 verschieden ist. Im ersten Falle ergiebt sich 



im zweiten Falle 



0„ =^= — I -\- r...r, 



O, = ^ = — »• . . . I — »•. 
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Unser Satz gilt daher fiir den Index n, wenn er för den Index n — i 
als gtUtig vorausgesetzt wird. Nun ist der Satz aber för n = i, wo 
Q^ z=z a^ ist, offenbar richtig, und also gilt er allgemein för jeden Werth 
von n. 

Da Q^ = — - in allén Fallen dem Intervalle 2 — r . . . — 2 -{- r 

Qn—l 

I -I- i^C 

angehört, also dem absoluten Betrage nacli grösser als 2 — r = 

Al 

ist, so ergiebt sich das CoroUar: 

))Die absoluten Beträge der Nen ner Jo > 9'i ' ^'2 > • • • ^^^ Nilherungs- 
brliche wachsen stärker als die Glieder einer geometrischcn Reihe mit 

dem Exponenten ^.» 



S 4. J>ie Kettenhruch'Entwlckln/ng ztveiter Art. 

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz ftihrt dazu, neben der 
bisher betrachteten Art von Kettenbruch-Entwicklung noch eine zweite 
einzuftthren. Man theile nämlich die unendliche Gerade duixjh dio- Punkte' 

±(i— r), ±(2— r), ±(3— r),... 

in die Intervalle 

. . • , (— 3 + ^') . . . — 2 + r , (— 2 + r) . . . — I + r , (— I + r) . . . (i — r), 

1 — r . . . (2 — r) , 2 — r . . . (3 — r) , . . . . 

Ist nun x^ eine beliebige Grösse, so biide man die Gleichungskette 
(30) X, = a, —^, x,=a,—^, . . . , x, = a. 



ar, ' * ' ^t ' ^«+i ' 



WO allgemein a^ diejenige ganze Zahl bezeichnet, welche in demselben 
Intervalle wie x^ liegt. Um die hierdurch definirte neue Art der Ketten- 
bruch-Entwicklung von der friiheren bequem unterscheiden zu können, 
will ich sie als die zweite Art, dagegen die friihere als die erste Art be- 



* Siehe Figur I. 
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zeichneii. Der Satz des letzten Paragraphen lasst sich dann ofFenbar so 
aussprechen : 

Entwickdt man ehie Grösse x^ in einen Kettenhruch erster Art 

und hezeichien q^_^ , g„ die Nenner ziveier aiifeinander foJgender Näherunf/s- 
bruclie dieses Kettenhruches ^ so ist vermöge der Gleichung 

(32) 7^- ■■= («;. , (hi-l, .. ., ^^2, «l) 

der Bruch -^ in einen- Kettenhruch zweiter Art entwickelt. 

Die beiden Arten von Kettenbruch-Entwicklungen stehen in einein 
Verhältniss der Reciprocität zu einander. Dieses spricht sich dariii aus, 
dass der vorsteheiidc Satz im Wesentlichcn richtig bleibt, weun nian die 
Worte »erster ArtD und Dzweiter Art» mit einander vertauscht. 

In der Tliat: die in der Gleicliungskette (30) auftretenden Grössen 
befriedigen die Bedingung 

x, — a, = —-^ = {—i + r) . . . (i — r), 

also 

^<+i = (2 — r) . . . ( — 2 + ^). (1=0,1,2,...) 

Folglich sind die Zahlen a,^i (i = o , i , 2 , . . .) sämnitlich der Keihc 

+ 2, — 2, +3, — 3, . .. 
entnommen. Ist ferner c/„_i positiv, so ist 

^^«-i — «„-! = —T= — ^' . . . (i — r), 

also 

x^ = 3—r...{— 2 + /•), 

folglich känn a^ nicht gleich 2 werden. Ebenso ergiebt sich, dass auf 
eine nejrative Zahl rt„_, nicht der Werth «„ = — 2 folgen känn. 

In Hinblick auf § 2 ergiebt sich hieraus, dass der Kettenhruch (32) 
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von (ler ersten Art ist, weiin (31) die Entwicklung zweiter Art von x^ 
vorstellt. Nur der Fall, in welchem a^ = — 2 ist, biidet eine Ausnahme; 

in diesem Falle wird nämlich die Entwicklunff erster Art von -^ nicht 

durch (32), sondern durch die Gleichnng 






= K J ««-! , • • . ? «2 + 1,2) 



gegeben sein. Diese Uberlegungen lassen sich auch in folgenden Satz 
zusammenfassen, welcher dem Satze des vorigen Paragraphen an die Seite 
zu stellen ist: 

Wenn x^ = {a^ , flfj , a.^ ,...,«„,.. .) ein Kettenhrtich zweiter Art isty 

m 

so liegt 

I .) im Intervalle a^ • • • ^n + - > wenn a„ vmi 2 und — 2 ver- 

schiedeyi isty 

2.) im Intervalle a„ . . . a„ + -, wenn a„ = 2 ist, 

3.) im Intervalle a^ • • • »n» w^^wn a^ = — 2 ist. 

Dabei können die Intervallgrenzen a,, > ^« + - wwr filr n = 2, die 

Grenze a^ nur filr n = 1 erreicht werden. 

Zur Beurtheilung, ob ein vorgelegter Kettenbruch ein solcher von 
der zweiten Art ist, känn folgender Satz dienen, welchcn wir indessen in 
der Folge nicht verwenden werden und deshalb nur beiläufig anftthren: 

»Es sei 

wo fto > ^1 > • • • > ^n ganze Zalilen, y„^i eine reelle Grösse bezeichnen. Dann 
stellt diese Gleichung stets die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art von 
Xq vor, wenn folgende Bedingungen erfttUt sind: 

I.) Die Zahlen b^ ^ b^ , * . . , b^ sind absolut genonimen grösser als i. 
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2.) Wenn eine der.Zahlen J© > ^i > ^a > • • • > ^twa ft<, positiv bez. ne- 
gativ ist, so ist die folgende ft^^j von 2 bez. — 2 verschieden. 

3.) Die Grösse y^^^ liegt im Intervalle (3 — r) . . . [• — 2 + ^)> wenn 
h^> o und im Intervalle (2 — r) . . . ( — 3 + r), wenn 6„ < o ist.» 



g 6. Convergenz der hetrachteten KettenbrUche. 

Der Grad der Convergenz eines Kettenbruclies 

(33) o:^ = (a^ , rtj , . . . , a„ , . . .) 

wird durch die Grösse der Dififerenz x^ — — gemessen. Nach den Glei- 
chungen (7) und (8) ist 

(34) . ^0-?- 



</« 



"('"■'*" i) 



wobei wieder 



<?,= 



gesetzt ist. Aus den Gleich ungen (27) folgt 

(35) ^«+i ~^ = C'^«+i ~ ^^«+0 + ^»?'>^j- 

Wenn nun der Kettenbruch (33) von der ersten Art ist, so untgrscheiden 
wir folgende Fälle: 

I.) Die Zahl a„^i ist von + 2 verschieden. Nach § 3 haben wir dann 

Qn^i = (3 — ^---C— 3 + r). 
Ferner ist 

^«+i ^*«+i = 2 ' ' * \2/' 
also, durch Addition, 



"--i=ö--'-)---(-l+'-) 
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2.) Es ist a^^., = 2. Alsdann koinmt: 

Q,.^-l = (2 — r) ... (3 ~ r), 

^M 4 1 ^^M 1 "^ ^ • • • \ ^ ) ' 

also 

3.) Es ist a„^i = — 2; in dicsem Falle hat man 



und also 



•) . • . (- 2 + r). 



Wie man sieht liegt x„^^ — j- in allén Fallen im Intcrvalle 

(2 — r) . . . ( — 2 + >") ^i"d ist also absolut genommen grösser als 2 — r. 
Zu demselben Resultate gelangt man, wenn der Kettenbrucli (33) 
von der zweiten Art ist. Denn, wenn rt„^i einen positiven Werth hat, 
so ist nach dem letzten Satze des § 4 

n .^ (?«+i = (2).. . oo; 

terner ist 

also ^ 

^'''^'~'k^ (2 — r)...oj; 
Wenn zweitens a,,^., einen negativen AVertli hat, so ist 

Qn + X = — CO . . . (— 2), 

a^„+i — a„+i = (— I + 7') . . . r, 



also 



^n+l — 77- "= — 00 . . . (— 2 + >•). 



In beiden Fllllen ist also x^^i — 77- absolut genommen grösser als 2 — r. 
Aus den vorstehenden Betraehtungen ergiebt sich unmittelbar der Satz: 
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Enttoickelt man die Grösse x^^ in einen Kettenhruch erster öder zweiter Art: 

und setzt man 

(36) r _^-^« - MLZII) = ^Sjzi) ,„„,.;,...> 

50 sind die Grössen 0^ sämmtHch dem absoluten Betrage nach kleiner ais i. 

Hieraus, folgt beilaufig, dass die beideii Entwicklungen einer jeden 
Grösse x^ convergent sind, und dass beide abbrechen, wenn x^ eine ra- 
tionale Zahl ist. 



g 6. Äquivalente Orössen* 

Zwei Grössen x und x' heissen äquivalent, wenn eine Gleichung der 
Form 

, , ax — 3 

(37) ^ = 



yx — å 

stattfindet, wo a y ^ ^ y ^ d ganze Zahlen bezeichnen, welche der Bedingung 
(38) y5r — a(?=l 

genögen. Entwickelt man zwei Grössen x und x' nach irgend einem 
Gesetze in die Kettenbrtlche 

y X -=■ (rto j a^ j , » , <f u^ j ^m+i}> 

wo die Theilnenner öq , . . . , a„ , ai , . . . , a|i, ganzzahlige Werthe haben, 
so sind X und x' äquivalent, wenn för irgend einen Werth von n und 
irgend einen Werth von m 



(40) ^n^-X = ^ 



m+1 



• •• 

wird, Ich will nun untersuchen, ob umgekehrt aus der Aquivalenz 
zweier Grössen x und x' die Gleichung (40) gofolgert wcrden känn, wenn 
die Entwicklungen (39) beide von der ersten Art sind. Da der Fall wo 
X und x' rational sind sioh unmittelbar in bojahondem Sinne erledigt, so 
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setze ich vorauR, dass x und x' bei dieser Untersuchung irrationale Werthe 
besitzen. 

Zwischen den irrationalen Grössen x und ^x' bestehe also die Glei- 
chung (37). Wir entwickeln x in den Kettenbruch erster Art 

(41) . rr = («o, a, , . . ., fl, ,rr„+,), 

« 

dessen Einrichtung die Gleichung 

(42) , ^na^«+l— (7n-l 

ergiebt. Durcli Elimination von x zwischen (37) und (42) kommt: 

(43) ^ -^^^-^^^ 

wobei zur Abkörzung 



(44) 






gesetzt ist. Ich entwickle nun - in einen Kettenbruch erster Art 

(45) J'= {hx^l^ -y *r-l, *r). 

Wenn sich hierbei h^ = 2 ergiebt, so will ich ftir diese Entwicklung 
eventuell die andere 

^ = (i« » *i , • • • , K-i — I » — 2) 

substituiren, und zwar dann, wenn in der Entwicklung von 

(46) X^ + i = (a^41 ) «n + 2 ?•••) = K + i f ^n^^) 

die Zahl a^^i positiv ist. Diese Möglichkeit denke ich in die Gleichung 
(45) aufgenommen, so dass in derselben 6^ sowohl gleich 2 als gleich 

— 2 werden känn. Ferner ersetze ich eventuell a,Ä,r,<? durch — a, 

— P y —r-y j — åy wodiirch zugleich nach (44) — p und — 5? an die Stelle 
von p und q treton, und zwar nach der Massgabe, dass der letzte Na- 
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herungsbruch des Kettenbruches (45) den Zähier +p und den Nenner 
+ Q erhalten soll. Dies vorausgeschickt, sei nun 

(47) -r.= {bojh^, ..., br^,) 

der vorletzte Naherungsbruch des Kettenbruches (45), so ist 



jf^ ^ff. 



pq—qp=l. 
Da nun aus den Gleichungen (44) auch 

folgt, so muss sein 

(48) q'' = q' + tq. p" = p' + tp, 

wo t eine ganze Zahl bedeutet Diese ganze Zahl kaUn aber von einem 
bestimmten n ab nur einen der Werthe o , i , — i haben. Um dieses 
zu beweisen, bemerke ich, dass 

^ _ rPn-\ —dqn-\ ^ qn-\ j r 

q TPn — Oqn qn qn (TPn — ^Jn) ' 

ferner der Gleichung (36) zufolge 
und daher endlich 

^ <?« qlir^ — S) — r»n{i -- r) qn 

ist. Der mit £„ bezeichnete Bruch wird ofifenbar mit wachsenden Werthen 

von w unendlich klein und besitzt das Vorzeichen von — - — ^. Sei nun 

yx — o 

erstens a„^^ positiv. Dann sind a^ und b^ von 2 versehieden. Daher be- 
stehen in Hinblick auf den Satz des § 3 die Gleichungen: 



// 



9 qn-i 



^=(-i+r)...(r), 



— s„ = {—r — £„)...{! —r — s„), 



q qn 
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und folglich 

Wenn zweitens a„^i negativ ist, so sind a„ und i,, von — 2 verschieden. 
Daher ist: 



// 



^ ==(-,■)...(! -r), 



1 ^ _9V-' 

und folglich 



£«=-(— I +»• — £.)••• (»• — e,)i 



// 



, ^=^-^=(-i-sO...(i-e.). 

Die ganze Zahl t liegt also stets zwischen — '' i — e„ und i — £„. Wenn 
daher — ^^ — ^ und also auch s^ positiv ist, so känn / nur gleich o öder 

— I sein, wenn dagegen — - — :; negativ ist, so hat t einen der Werthe 

o und I. 

Aus den Gleichungen (43) und (48) folgt nun 

(50) ^' = - (^^ ^^ ^ ^) _ ^'^ = (/>0 , ^l , . . . , &r , ^n^l + t), 

wobei nach (46) 

(5 O •'P« + l + i = (^^n + l + ', ^« + 2. ) = («n + l + ^ ^n + o) 

ist. Trägen wir den Werth von .t„^, + ' ^^is (51) in (50) ein, so er- 
halten wir 

(52) x' = {lio^b^, ..., b, , a,^, +7 , x,^,), 

während die Entwicklung erster Art von x lautet: 

m 

Die Gleichung (52) wird aber ebenfalls die tintwicklung erster Art von 
x' darstellen, wenn nicht einer von folgenden vier Fallen eintritt: 

I.) ^n+i =2, /== — !; 2.) rr„+, = 3, a„^^ > o, / = — 1; 

3-) ö^n+i = — 2, / = I ; 4.) flr„+i = — 3. «»+2 < o, / = i. 
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Sei nun — - — ^ positiv. Dann sind nur die beiden ersten Fälle möglich, 

weil t iricht gleich i sein känn. Da nun auf a^^^ = 2 ein negativer 
Theilnenner ^„^.2? welcher also jedenfalls von 2 und 3 verschieden ist, 
folgen wird, so dttrfen wir den P^all i.) ausschliessen. Aber auch der 
Fall 2.) känn ausgeschlossen werden, wenn wir annehmen, dass nicht von 
einem bestiininten Werthe von n ab beständig a^ = 3 ist. Ebenso ergiebt 

sich, falls -—^-—5 negativ ist, dass die Fälle 3.) und 4.), welche dann die 

einzig möglichen sind, ausgeschlossen werden können, wenn wir annehmen, 
dass nicht von einem bestimmten Werthe von n ab beständig a^ = — 3 
ist. Unter diesen Voraussetzungen wird also (52) die Entwicklung erster 
Art von x darstellen, sobald n eine gewisse Grenze ttbersteigt. Da nun 
ferner die Elimination von x^^^ zwischen den beiden Gleichungen (52), 

(53) zu der ursprttnglichen Gleichung x' =~ — ^ zurttckfQhren muss, so 

können wir folgenden Satz aussprechen: 

A" 
Zwischen den beiden Grössen x und x' bestehe die Gleichung 



(54) ^' = s ' 



, ax — y? 

yx — d 



SO dass X und x' äquivalent sind. Es seten ferner 

f o? = \(Iq i (l\ y . . . , öf„ , X^^{jj 

die Kettenbruch-Entwicklungen erster Art jener Grössen, und es werde vor- 
ausgesetzt, dass die Tlieilnenner ^o > ^1 » • • • '^iclit von einem bestimmten ab 
bis ins Unendliche beständig gleich 3 öder beständig gleich — 3 sind, Dann 
känn man n und m stets so iväMen, dass x^^^ = ir^^, ist, und dass die 
Gleichung (54) durch Elimination von x„^i zwischen den beideti Gleichungen 
(55) entsteht. 

Wenn die in diesem Satze gemachte Voraussetzung ttber die Theil- 
nenner a„ nicht zutrifft, so ist x cntweder zu r = (o , — 3 ,• — 3 , . . .) 
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oder zu — >' = (o , 3 , 3 , . . .) äquivalent. Diese beide Zahleri sind auch 
einander äquivalent, wie aus der Gleichung 

r — 2 

ersichtlich ist. Ist umgekehrt x zu r äquivalent, so sind die Theilnenner 
a„ von einem bestimmten ab beständig gleich 3 oder — 3. Denn andern- 

falls könnten wir unseren Satz auf x und x' = r anwenden und wHrden 

* 

zu dem Widerspruch gelangen, dass in der Entwicklung von r die Theil- 
nenner nicht beständig gleich 3 sein könnten. Hieraus geht nun Fol- 
gendes hervor: 

Die ilber die Theilnenner a^ im vorigen Satze eingefiihrte Voraussetzung 
ist gleichhedeutend damit, dass x nicht zu r = - — — äquivaJent sein soll. 

• 

Die zu r äquivdenten Grössen zerfalleti in zwei Glassen. Die Grössen 
der einen Classe haben eine Entwicklung erster Art, bei welcher schliesslich 
die Theilnenner von einem bestimmten ab beständig gleich — 3 sind, wdhrend 
bei der zweiten Classe die Theilnenner schliesslich beständig gleich + 3 werden. 

Im Folgenden wird sich ein Criterium dafllr crgeben, ob eine zu r 
äquivalente Grösse in die eine oder die andere Classe gehört. Ich be- 
merke noch, dass die in diesem Paragraphen bewiesenen Sätze wörtlich 
richtig bleiben, wenn an Stelle der Kettenbrucli-Entwicklung erster Art 
ttberall die zweite Art gesetzt wird. 



§ 7, Zahlenpaare. 

Es seien x^ und y^ zwei von einander verschiedene irrationale Grössen. 
Man setze nun 

(56) 



"l 

wo die ganze Zahl a^ so bestimmt ist, dass x^ — a^ zwischen und 
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+ - liegt. Das auf diese Weise erhaltene Zahlenpaar {x^ , //j) nenne ich 

dem Paarc (.^^,//o) nach rechts benachbart/ Umgekehrt heisse (.r^,y^) dem 
Paare {Xi^ffi) nach links benachbart. Die Grössen {x^jtf^) sind oflfenbar 
wieder irrational und von einander verschieden; sie sind ferner in ein- 
deutiger Weise durch Xq,//^ bestimint. Ich fiUire iiun noch einen neuen Be- 
grifif, den des redtwirten Zahlenpaares ein. Es werde namlich jedes Zahlen- 
paar {x , y) durch den Punkt einer Ebene mit den rechtwink ligen Coor- 
dinaten x , y dargestellt. In dieser Ebene grenze ich durcli die Geraden 

x= 2, X = — 2, y = r, // = — r, // = — I + r, y = i — r, 



r = 



3— vS 



zwei unendliche Streifen ab, welche ich als im Unendlichen zusammen- 

Fig. 2. 
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hängend und also als ein einziges Gebiet R bildend ansehe. In Figur 2. 
ist das Gebiet R durch SchraÖlrung kenntlich gemacht. Ein Zahlenpaar 
{x , rj), welclies durch einen Punkt des Gehietes R repräsentirt wird, heisse 
i>reducirty>. Dabei bemerke ich, dass von der Begrenzung des Gebietes R 



einzior und allein die beiden Punkte 

o 



x= 3 



y ^ r und x = — Z + r, y = 



zu dem Gebiete gerechnet werden sollen. 



* Die BezcichDUDg Icbnt sich an eiDO in der Thcoric der quadratiscben Formen 
ttbliobe an. 
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Ich biide nun, von irgend einem Paare (:r^ , //^) ausgehend, die Reihe 
von Paaren: 

von denen jedes dem vorhergehenden nach rechts benachbart ist, und will 
untersuchen, wann in der Reihe (57) ein reducirtes Paar vorkonimt. Zu 
dem Ende bemerke ich, dass nach der Bildungsweise des rechten Nach- 
bars die Gleichungen bestehen: 

von welchen die ersto die Kettenbruch-Entwicklung erster Art der Grösse 
Xq darstellt. Aus der zweiten' dieser Gleichungen folgt: 

qnVnArX — (Jn-l ' 

und hieraus durch Auflösung nach y^^i' 

_ qn-\lh^ — Vn-\ ___ qn-l I 

oder, in Rttcksicht auf (36): 

^ v gli— 1 I Qn-^l 

wo c„ mit wachsenden Werthen von n unendlich klein wird und das 
Vorzeichen von t/^ — x^ besitzt. Es sind nun einige Fälle zu unterscheiden: 
I.) Es sei //^ — ^0 ^ ^ ^"^ ^'^ Kettenbruch-Entwicklung erster Art 
von Xq endige nicht mit der Periode ( — 3 , — 3 > • • •)• Dann ist £„ po- 
sitiv und wir können n beliebig gross und so wählen, das8.«„ wéder gleich 
— 2 noch gleich — 3 wird. Fttr diesen Werth von n i^t dann entweder 

'<'n+i = 2 . . . cx), also rf„+i =2,3,..., a^ = 3 , ± 4 9 -- - y 

oder 
x„^i -= — CO ... — 2, also a„+i = — 2,-3,..., a„ = 2 , 3 , ± 4, .... 
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Im ersten Falle ist nach § 3: 



? 



n 



3—r... — 4 + r, folglich ij„^^ = _— L- _ ^^ . , . r — £„. 



Im zweiten Falle kommt: 



9 



= 2 — r... — 4 + ry folglich t^„^, = _— i__e, . .. i —r — ^„. 

Nun biidet (rr^^, , y^^,) ein reducirtes Paar, wenn n so gross gewählt 
wird, dass die fttr y„^\ gefuiidenen Intervalle ganz in den Intervallen 
— I + r . . . r resp. — r . . . i — r enthalten sind. Dieses ist aber 
ofifenbar möglich. 

II.) Es sei i/^ — x^ < o und die Kettenbruch-Entwicklung erster Art 
von Xq endige nicht mit der Periode (3,3,...)- ^^ dieser Fall sofort 
auf den vorigen zurackgeftihrt werden känn, indem man statt der Reihe 
(57) die andere 

betrachtet, so ergiebt sich auch för diesen Fall das Resultat, dass in der 
Reihe (57) stets reducirte Paare vorkommen. Man hat hierbei zu be- 
achten, dass das Paar {x , y) reducirt ist, wenn ( — Xj- — 1/) ein reducirtes 
Paar bilden, dass ferner {x , y) , {x\ y') benachbarte Paare sind, wenn dies 
för (— rr ,—«/),(— 0^', — ?/). gilt. 

III.) Es bléiben noch die Fälle zu untersuchen, in wdlchen y^ — ^0^ ^ 
und die Entwicklung von x^ mit der Periode ( — 3 , — 3 , • • •) endigt, 
resp. y^ — ^0 "^ ^ ""^ ^^^ Entwicklung von x^ mit der Periode (3,3,...) 
endigt. Ich betrachte zuerst den speciellen Fall, wo rr^ = (3,3,...) = 3 — r 
ist; lasse es dagegen unbestimmt ob y^ — x^ positiv öder negativ ist. Aus 
den Formeln des § i geht hervor, dass fttr den Kettenbruch 

(60) .r^ = (3 , 3 , 3 , . . .) =.- 3 — r 
die Gleichuno-en 

(61) p,-i = q„, q, -= 3?,-i —'/„-?, (^0 — ' . ?, ^ 3 etc.) 
sowie 

(62) rr„+, = 3 — r = x^j (n-oj, ?....) 
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gelten. Nun ist 

^ ^ qn-iyo — pn-\ _ ^ ^ ((/n-l — rqn)yo — (gn — rg».n ) . 

"■^^ qnyo—pn qnVo—pn ' 

und den Gleichungen (6i) zufolge: 

(/n — rQn^i = Qn — r{iq, — (/„_i) = r(y„_i — rq„) = r\q^ — rg,) = — r"+^ 
Daher ergiebt sich 

.(63) l/n^i — r = 



qn Vn 

Vo — — 

qn 

Aus dieser Gleichung schliessen wir zunächst, weil r< i ist, dass y„^| — r 
mit wachsenden Werthen von w unendlich klein wird. Da nun ferner 

lim— = rr^ = 3 — T ist, so wird von einem bestimmten Werthe von n 

qn 

öb 2/„^., — r positiv, wenn 

2/0 == (^) • . • (3 — r\ 
dagegen negativ öder Null, Avenn 

?/o = (3 — »•)...»•. 

Nur im letztcren Falle wird {x^j,\ , //„+i) von einem gewissen Werthe von 
n ab reducirt sein. Im ersteren Falle dagegen wird sich der Punkt 
(^n+i > ?/m+i) i^it wachsenden Werthen von n freilich immer mehr dem 
Punkte (3 — v , v) annähern, ohne ihn jedoch zu erreichen öder in das 
Gebiet Ii einzutreten. 

-Wenn nun ^o nicht gleich 3 — r ist, aber eine Entwicklung besitzt, 
welche mit der Periode (3 , 3 , . . .) endigt, so wird in der Reihe (57) 
fur einen gewissen Werth von m doch :r„,^, = 3 — r sein. Dann ist 

J>m^'m\-\ Vin-\ , Pmym-\-\ Pm-1 

^'0 = j ?/o == ' * 

und die Reihe (57) setzt sich von dem Paare (.^„,4.i , ?A„+i) gerade so fort, 
als wenn man von diesem Paare ausgehen wttrde. Nun ist aber die 
Gleichung 

//mf-i = {r).''{3 —r) 
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dann und nur dann erfttllt, wenn 

\qmr — qm-\/ \qm{3—ry—qm-i/ 

öder also, wenn 

ist, wo Xo die zu Xq conjugirte algebraische Zahl bedeutet. Es ergiebt 
sich daher der folgende Satz: . 

Endigt die Kettenbruch-Entwkklung er st er Art von Xq mit derPeriode 
(3 ? 3 > • • O' ^^ ^'^ ^^^ ^^ ^^^ Beihe 

auflretenden Paare {x„ , y„) von einem hestimmten Werthe von n db såmmt- 
lich reducirt öder sämmtlich nicht reducirt, je nachdem 

öder 

ist. Dabei bedeutet Xq die zweite Wurzd der ganzzdhligen quadrati^chen 
Gleichungj wdcher x^ genugt. 

Wir können diesem Satze noch die Bemerkung hinzufögen, dass noth- 
wendig x^ > Xq ist. Denn nach der unter I.) angestellten Untersuchung 
mOssen die AVerthe von y^, welche grösser als x^ sind, sicb sämmtlich in 
dem Intervalle {xq) . . .Xq befinden, was nur in dem Falle x^ > x^ mög- 
lich ist. 

Wenn von einem bestimmten Werthe von n ab die Theilnenner a„ 
in der Entwicklung von x^ sämmtlich gleich — 3 sind, so leiten wir aus 
der Reihe 

die andere 

ab, auf welche oflfenbar der vorhergehende Satz Anwendung findet. 

Åeta mathematiea, 13. Imprimé le 3 juillet 1889. 50 



394 A. HurwitK. 

Da iiun aus der Gleichung 

Vn = Xq . , , Xqj 
die andere 

Vo ^^^ ^0 ' • • •'^o 

und umgekehrt die erstere aus der letzteren folgt, 8o ergiebt sich ohne 
Weitereg : 

Endigt die Kdtenhruch-Entwicklung erster Ärt von x^ mit dei' Periode 
( — 3 , — 3 , . . .)> ^ö ^*^ ^^ i*^ ^^ Beihe 

auftretenden ^Paare {x^ , y„) von etnem bestimmten Werthe von n ah sämmt- 
lich reducirt öder såmmtlich nicht reducirtj je nachdem 

Po = Xq • • • \*^o/ 

oder 

ist. Dahei bedeutet Xq die zweite Wurzd der ganzzaUigen quadratischen 
Gleichung, welcher x^ genugt. 

Zugleich ist nothwendig Xq < Xqj da nacfa der dem yorigen Satee 
hinzugefögten Bemerkung — Xq> — Xq sein muss. Beiläufig folgt hiec- 
aus elu Cfiterium dafQr, ob eine zu r åquivalente Zahl x^ eine Ketten- 
bruch-Entwicklung liefert, welche mil der Periöde (3,3,...) oder tnit 
der Periode ( — 3 , — 3 , • • .) endigt. Im ersteren Falle muss nfttnlich 
Xq — Xo> O, im letzteren Falle Xq — Xq <ö sein. 



ar — ft . , / r 



ai-B 



iSetzen wir .r. == H: , so ist x^ = 

^ yr — d' ^ i ^ 



und daher 



T' — o 

T 



Xn ~~"~ Xt 



I 

"■"^r — v/s" 



o -^0 — / , \ — _« ^_J> 1 ^t ' 



(p--S){r^-å^ 



f — ir^ + ^' 



so (lass unser Criterium sich in folgender Weise ausspreclien l&sst: 
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Die zu r äquivdente Grrösse 

ar — fi 
yr — d 

hat eine Entwicklung erster Art, wdche mit der Periode 

(— 3 I — 3 , . . .) öder (3,3,..-) 

endifft, je nachdem 

f — 3r? + ö^ 

eine positive öder eine negative Zahl ist. 

Kehren wir nun zu der Betrachtung der Reihe (57) zurQck, so bleibt 
ifur noch Folgendes zu bemerken. Wenn die Entwicklung erster Art von 
x^ weder mit der Periode (3,3,.. .) noch mit der Periode ( — 3 , — 3 , . . .) 
endigt, öder, vvas dasselbe besagt, weim x^ nicht zu r äquivalent ist, so 
finden die unter I.) und IL) angestellten Betrachtungen Anwendung. Es 
gilt daher der Satz: 

_ 3-v/? 

2 

der Reihe 

k » Vo) y (^1 y Vi) y (^3 y Va) ^ " • 



Ist die Grösse x^ nicht der Zahl r = - — ^^^^ äquivalent, so sind die in 



auftretenden Paare {x^ , y^) von einem bestimmten Werthe von n ah sämmt- 
lich reducirt. 



% 8. Hdhen redtéctrier Zuhlenpaare. 

Wenn das Paar (x, , y^) reducirt ist, so ist sein rechter Nachbar 
(Xj , y^) ebenfalls reducirt Denn sei in den Gleich ungen 



(64) 



^•="«-^ 



(oPg , y^ ein reducirtes Paar. Dann sind nur foigonde Fftlle möglich: 
»•) a;, = 3 — r, j>„ = r, folglich os, « 3 — r, j>, ^ r. 
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2.) .r, = — 3 + *•, y» = — ^■. folglich a;, = — 3 +• r, y^ = — r. 
3,) a;„ = 2 . . . 00, .T, = 2 . . . 00, folglich 

Oo = 3,4,.--, y» =(— J + '■)•••('■) un^ 2/1 = .-TTzir ^ (°) • • • (*■)• 

% 

4.) ^0 ~ — CO . . . — 2, a:^ = 2 . . . 00, folglich 

»o = — 2 , — 3 , . . . , ^0 = (— O • • • (^ — *') 

"o "o 

5.) x^ =^ 2 . . . cx) y x^ = — 00 . . . — 2, folglich 
Oo = 2,3»--» yo = (—' +'■)•••(*■) und yi=— ~- = (o)...(i— r), 

"o "o 

6.) x^ = — 00 . . . — 2 j x^ =-^ — 00 . . . — 2, folglich 

-3.— 4;..-, 2/0 =(—*•)• ••O—'") ^"d yi=r-^7=(— O---(O). 



«0 = 



In allén Fallen ist also {(Cijy^) wieder cin reducirtes Paar. Hioraus 
folgt, dass die im letzten Paragraphen betrachteten Reihen 

lauter reducirte Paare enthalten, wenn das Ausgangspaar {x^ , y^) ein redu- 
cirtes ist und allgemeiner, dass in der Reihe die Paare (iPntyJ^G^^^M+ij/Zn+i)»--. 
bis in s Unendliche reducirt sind, falls {x^ , y„) ein reducirtes Paar ist. 
Wenn man die zweit^ Gleichung (64) in die Form setzt 

und annimmt {x^ , y^) und also auch {x^ , y^) sei reducirt, so erkennt man, 

dass a^ die erste Zahl ist, welche bei der Entwicklung von — in einen Ket- 

tenbruch zweiter Art auftritt. Daher ist das Paar {x^ , y^) voUständig be- 
stimmt, Avenn (^Cj , y J gegeben ist, öder in Worten: Jedes reducirte Paar 
besitzt einen vollständig bestimmten linken Nachbarn, welcher ebenfalls 
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ein reducirtes Paar ist. Die Ergebiiisse dieser Betrachtungen können wir 
folgendermassen aussprechen: 

Jedes redimrte Paar ist Glied jeiner unhegrenzt nach reehts utid nach 
links fortsetzbaren Beihe von reducirten Paaren^ von wdchen jedes dein vor- 
hergehenden nach rechts henachbart ist. Die ganze Beihe von Paaren lässt sich 
in eindeutiger Weise aus irgend einem Paare der Beilie erzeugen^ und wenn 

(65) (^0 9 Vo) y K ' Vi) y K » y^)^ • • • » (^«4-i > y»fi) > • • • 

auf einander folgende Glieder der Beihe sind, so stellen die Gleichtingen 



(66) I 

yr 



I _ / i\ 

ii + l \ Vo/ 



die KettenbrucJirEntwicklungen erster bez. meiter Ärt von x^ bez. — dar. 



% 9. Qtujulraiische Formen. 

Bezeichnet 

(67) au^ + 2buv + cv^ 

eine quadratische Form der positiven Determinante 

(68) D = b^ — ac, 
so nenne ich die Wurzeln 

... —h — yjD —b + y/D 

(69) X, = ^-^, y, = -^ 

der Gleichung 

a + 2bx + cx^ = o 

die erste bez. zweite Wurzel der Form, wobei yj^ den positiven Werth 
der Quadratwurzel bedeutet. Zwei Formen sind bekanntlich dann und 
nur dann äquivalent, wenn sie dieselbe Determinante besitzen und wenn 
zugleich ihre ersten Wurzeln äquivalente Grössen sind. Die in den vor- 
hergehenden Paragraphen aufgestellten BegrifiFe ttbertragen sich sofort auf 
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quadratischc Formen; näinlich: cine quadratische Foriu heisst i^reducirt:^, 
wenn ihre Wurzeln (x^ , y^) ein reducirtes Paar bilden^ und: zwei Formen 
derselben Determinante heissen 5)benachbart5), wenn ihre Wurzelpaare be- 
nachbart sind. Solche benachbarte Formen sind offenbar aquivalent. 

Es seien nun a , & , c ganze Zahlen und D = h^ — ac kein voU- 
Btändiges Quadrat. Bilden wir dann von dem Paare {x^ , y^) ausgehend 
die Reihe der benachbarten Paare: 

80 wird (.^„f 1,^11+0 von eincni bestimmten n ab reducirt sein. Dies gilt 
nach den Sätzen des § 7 allgemein, selbst in dem Fal le wo x^ zu r 
äquivalent ist, weil dann y^ die zweite Wurzel der ganzzahligen quadra- 
tischen Gleichung ist, welcher x^ genQgt. Es folgt also: 

Jede quadratischc Form (67) ist einer reducirten äquivalent. Entwickelt 
man nämlich die erste Wurzel der Form in einen Kettenhruch erster Art 

Xq = (a^ , Äj , . . . , a„ , ^n+l); 

so wird von einem bestimmten Werthe von n ab, die Grösse x^^^ ^'^'^ ^^^'^ 

Wurzel einer redttcirfen Form sein^ und die Form (67) wh^d durch die 

Substitution 

u = py —p^_^v'y v = q^u' — q„^^v' 

in diese redudrte Form ubergéhen. 

Betrachten Avir nun die reducirten Formen einer gegebencn Deter- 
minante -D, so zeigt sich zunftchst, dass nur eine endliche ÄnzaM soicher 
Formen existirt. Nach der Definition h^t man nämlich fOr die Wurzeln 
Xq y y^ einer reducirten Form entweder 



Xq = 2 . , . QO 




Xq — — 00 . . . — 
oder 


z 


Vo — ^ + ^ 


. . . r 


Vo — — r ... I ^ 


- r 


und hieraus 


• 




2yjD 

c 


^0 Po — - r . . . - 2 + r, 




2yjD 

a 


2 — r . . . — 2 4- r. 




■ 


. ■« 
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Daher liegeti die ganzen Zahlen a Und c in dem Intervall 

— 2 ^D{i — r),. . + 2^ö(i — r), 

und könhen also, ebenso wie J = + yjo + ac tiur eine endliche Arizahl 
yon Werthen besitzeri. Hieraus folgt unmittelbar, dass es nur endlich 
viele reducirte Formen der Delerminahte j) giebt. Bilden wir von dem 
Wurzelpaar (x^ , y^) einer reducirten Form f ausgehend die Reihe der 
nach rechts benachbarten Paare 

so ist jedes Glied dieser Reihe Wurzelpaar einer reducirten zu f äqui- 
valenlen Form. Da nun die Anzahl dieser Formen endlich und die Reihe 
nach rechts wie nach lihks eindeutig forlsetzbar ist, so ergiebt sich: 

Die reducirten Formen der Determinante D gruppiren' sich in i>Periodeny> 
unter einander äquivalenter. 

Ferner folgt aus dem Satze des letzten Paragraphen: 

Bezeicknel x^ die érsfé Wumd einer reducirten Forniy ^ö ist die Ent- 
wicUung erster Ärt von x^ réin periodisch, '4lso von der Oestalt 

und der reciproke Werth der zwevten Wurzel ist vermoge der Gleichung 

in einen Kettenbruch zweiter Art entwickelt. 

Vérblnden wir mit diesem Résultate den in diesem Paragraphen an 
erster Stelle hervorgehobenen Sätz, 6ö folgt: 

Die Kettenbruch-Entwicklung erster Art einer quadratischen Irrationä- 
litat ist stets periodisch. Dieselbe wird nach dem vorigen Satze rein pe- 
riodisch, wenn die Irrationalität erste Wurzel einer reducirten Form ist 
Man bemerkt leichti dass dieses auch der einzige Fall ist^ in welchem 
dieser Umstand eintritt. 

Nach den Ergebnissen des § 6 gehen die Kettcnbruch-Entwicklungen 
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erster Art zweier aquivalenter Grössen stets durch Abänderung einer 
endlichen Anzahl von Theilnennern aus einander hervor. Eine Ausnahine 
erleidet dieser Satz nur dann, wenn die beiden Grössen zu r äquivalent 
sind und die Entwicklung der einen mit der Periode (3 , 3 , . . .)> ^'^ Ent- 
wicklung der andern mit der Periode ( — 3 , — 3 > • . •) endigt. Lassen 
wir daher stets diejenigen Formenperioden bei Seite, welche von Formen 
mit den Wurzeln x^ ^= — 3 + ^', y^ = — *' gebildet werden, so besteht 
der Satz: 

Zwei reducirte Fm^men der Determinante D sind äquivalent ode^' nichty 
je nacMem sie derselben öder verschiedenen Formenperioden angehören. 

Die Auflösunor der Peirschen Gleichun*^ kommt bekanntlich darauf 
zuröck, alle Substitutionen eiaer reducirten Form in sich zu finden* 
Öder, was dasselbe ist, alle Aquivalenzgleichuiigen 

aufzustellen, wenn x^ die erste Wurzel einer reducirten Form bezeichnet. 
Entwickelt man nun x^ in einen Kettenbruch erster Art, und be- 
trachtet die hierbei auftretenden Gleichungen 

W v Xq = {cIq j a-i y . . . , a„ y X(^), Xq == {a.Q , ^j , . . . , ^„ , ^/q , flf, , . . • j ^'« > Xq) , »»»y 

so sind dieselben sämmtlich von der Form (70). Man erhftlt aber auf 
diese Weise auch alle ftbcrhaupt existirenden Gleichungen (70). Falls 
x^ nicht zu r äquivalent ist, folgt dieses* aus dem ersten Satze des § 6. 
Wenn aber x^ zu r äquivalent und folglich gleich 3 — r öder gleich 
— 3 +r ist, so muss man den Nachweis direct ffthren, was keine Schwierig- 
keit hat und deshalb Kttrze halber hier unterbleiben mag. Bekanntlich 
entstehen die Gleichungen (71) sämmtlich durch Iteration der ersten 
Gleich ung 

Xq = \(Iq , Äj , . . . , a^ , Xq)j 

welche die kleinste Lösung der Pell'schen Gleichung ergiebt. 

Durch die Sätze dieses Paragraphen ist, wie man sieht, die Theorie 
der quadratischen Formen von positiver Determinante in ähnlicher Weise 
auf die hier betrachtete Kettenbruch-Entwicklung erster Art gegrtindet, 
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wie man dieselbe sonst auf die gewöhnliche nach grössten Ganzen fort- 
schreitende Kettenbruch-Entwicklung zu grttnden pflegt. Es ist noch zu 
bemerken, dass die erhaltenen Resultate sich nur unerheblich modificiren, 
wenn man ttberall die Worte »erster Art» und »zweiter Art)) mit einander 
vertauscht. 



§10. Entwicklunyen fdr fl te Quadratwurzel aun einev ganzen Zahl. 

Es bezeichne D eine positive ganze Zahl, welche kein vollständiges 
Quadrat ist, und es seien 



(72) 






die Kettenbruch-Entwicklungen erster und zweiter Art, von yZ>. Dann 
werden die Zahlen «, , b^ durch die Gieichungen 



(73) 



V« = ff, — - . . . fl„ + - , 



v'/> = b^— r.. .b^—r + i . 



bestiinmt sein. Daraiis folgt sofort, dass die Paare 



(74) 



•'o 



•Vo = 



D + b, 



y/D + ^ 



I 



X'n = 



r 



//o=- 



I 



reducirt sind. Daher sind die Kettenbruch-Entwicklungen erster Art von 
r, und r', rein periodisch; also ctwa 

(75) ^0 = \^ + K = K + ^0 > ^1 j ^2 j • • • ^ «« y ^0 + ^0 j ^i 1 fh ,...,«„,...), 

aus wclchcr Entwickluno^ nnmittelbar die andere 

Cl 



(76) . r,; = 



— I 



= (^i , ffi , .-.,«„, ^^0 + ^^0 » (h j ff-2 y • • - ^^l y ^'0 + ^^0 , • • •) 
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hervorgeht. Nun entsteht die Entwicklung zweiter Art von — = yjl) + ^o 

.Vy 

au8 der Entwicklung erster Art von or[, durch Unikelirnng der Periode. 
Also/ist 

die Entwicklung zweiter Art von ^U -{- a^. Die- Gleichungen (75) und 
(77) ergeben den Satz: 

Die Quadratwurzél ans einer ganzen Zalil D hesitzt Kettenhruch-Ent- 
wicklungen erster und zweiter Ärt von der Gestalt: 



(78). 



\D = (^0 , ^i , • • . 1 «„ , ^0 + /^o J «i . • • • > ('u ? ^0 + ^0 > • • •) 

v'7> = {f^o > ^,i > • • • » ^1 1 ^0 + K » ^^1 ^i j f^o + h j " •)• 



Die Periode beginnt also (wie in der gewöhnlichen Theorie) bei beiden 
Entwicklungen sogleich nach dem ersten Theilnenner. Sie schliesst bei 
beiden ab mit der Summe a^ + h^ der Anfangsglieder der Entwicklungen. 
Durch Umkehrung der ttbrigen (ilieder der Periode geht die eine Ent- 
wickluncT in die andere tiber. 

Aus den Gleichungen (73) geht hervor, dass entweder a^ = h^ öder 

a z= h^ -\- i ist. Denn in das Intervall a^ , . . a^ -{- - greifen nur die 

beiden Intervalle a q — r . . . a^ — r + i und a q — ^^ i — r . . . ^0 — ">' hinein; 
jedes andere Intervall b^ — r . , , h^^ — r + i hat keinen Punkt mit 

a^ — - . . . r^o + - gemein (vgl. Fig. i). Unterscheidet man die beiden 

Fälle, so erhält man den Satz: 

" Bestimmt man die ganze Zalil a^ so, dass yjD zwischen a^ ... ^0 + - 

■ 

^ /r 

liegt, so sind zwei Fälle möglich: entweder yjo ist grösser als a q -— 

äb 

öder yjl) ist kleiner als r/^ — - — -. Ln ersteren Falle sind die Zalden a^j-hi,^ 

mit welchen die Entwicklungen (78) heginnen^ einander gleich. Im letzfereti 
Falle ist dagegen a^ = b^y -{■ i. 
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Nur iiii ersten F^alle habeii also die Entwicklungen (78) dieselbe 
Eigenschaft, wie die gewöhnlich betrachtete Entwicklung, dass nämlich 
däs Schlussglied der Periode das doppelte von dem Anfangsgliede der . 
Entwicklung: ist. Freilich scheint dieser erste Fall weit häufiorer ein- 
zutreten als der zweite Fall. Der erste Werth von D in der Reihe 
/) = 2 , 3 , 5 , . . . , ftir welchen der zweite Fall eintritt, ist der Werth 
7) = 13. Manfindct nämlich fttr die Entwicklungen erster und zweiter 
Art von yji^ bezöglich: 



(79) 



v'i3=(4; 3. 2, — 7, — 3,-2,7; 3, 2,-7,-3,-2,7;...) 

\'Tl = {?,;- 2,- 3,-7, 2, 3,7;-2,-3, — 7, 2, 3,7;---)- 
Wenn rt^ = i, ist, so känn man aus der Gleichung 

x/Z> — Oo = (o , «i ,•••)=? (o »««»•• •) 

schliessen, dass entweder a, = «„ odér «, = «„ + i ist. .lui Falle, dass 
a, = rt„ ist, tblgert man weiter, dass entweder «2 = «„_i öder «, = «,_,-}- i 
ist, u. s. f. Hiernach känn unter Umstanden die Reihe a, , . . . , a„ sym- 
metrisch, d. h. mit der Reihe a„ , . . . , aj identisch sein. Dies wird stets 
dann stattfinden, Avenn die Entwicklung erster Art von yjD mit der Ent- 
wicklu!ig zweiter Art zusammenfällt. Betrachten wir nun einen solchen 
Werth von D, fQr welcheif yjD mit — y/1) äquivalent ist. Dann ist auch 
v/ZJ + ^0 ^'iit ' — V^ — ^0 äquivalent und es treten folglich diese beiden 
Zahlen in ein und derselben Formenperiode auf. Wir haben daher, wenn 
wir Gleichförmigkeit halber a^^^ för a^ + ^o schreiben, folgende Ent- 
wicklungen erster Art: 

y/Z> + ^0 ^^ V^n^l ) ^'1 > ^2 > • • • > ^'n 9 ^«+l J ^1 > ^2 > • • • > ^'m > ' • •) 

\0 ^0 ^^ V^r 9 ^r+l > • • • > ^r+n 9 ^r 9 ^r+1 > • • • > ^r-\^n 9 • • •)> 

wo r < n angenommen werden darf und die Indices von a, welche grösser 
als » + I werden (mod. n -{■ i) zu reduciren sind. Aus den vorstehenden 
Gleichungen folgt: 

)JD + bo = (o,+i , fl, , . . . , a,_{ ,—yJD — K), 
also auch 

— s[D — K = {— a„+i , — Oi , . . . , — a,_i , v/ö + ft,) 
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und folglich durch Elimination von — yjD — b^: 

(80) yjD + bo = (a„+i , r?!, . . . , a,_^ , — a„+i , — Wj , . . . , — a,_i, yjD + b^). 

Daher mössen die 2r Zahlen a^^^ , r/i , . . . , ö^^.i , — a„^i , — a, , . . . , — a^_i 
eine Periode ^„4.i , . . . ,^'n öder eine Zusammenfassung mehrerer solcher 
Perioden bilden. Da aber r < n vorausgesetzt wurde, so ist nur der erste 
Fall möglich. Setzen wir a,^^^ = — a^ so folgt aus (80): 

\JD + 60 = ( — ^*r > öjj , . . . , a^_i , ay , — «j , — «2 , . . . , — a,._i ; — tfy , rtj , . . .), 

wo die vor dem Semikolon stelienden Glieder die Periode bilden. Gehen 
wir endlich von yj^ + ^0 zu yjl) selber zurttck, so erhållen wir den Satz: 

Wenn der Werth von y'D zu dem Werthe vcyn — y/U äquivalent kt^ 
so besitzt die Kettenbruch-Entvflcklung erster Art von yJD die Gestalt: 

(81) yjD = {oq] a^, a^y . , . j a,^ — a^ , — «2 > • • • > — «r ; «i > «2 > • • •)' 
wo die zwisclien die beiden Semikolon gesetzten Glieder 

die Periode bilden. 

Die Voraussetzung dieses Satzes lässt sich noch umformen. Wenn 
namlich yjl) zu — y/D äquivalent ist, so besteht eine Gleichung der Form 

(82) -v/Ö=^^|^, .{fir-aå=^l). 

Y\D — o 

Wegen der Irrationalität von y^i; folgt aus dieser Gleichung 

und also befriedigen, da olö — /?r = — ^ ^s*> ^*^ Zahlen x = a^y = y 
die Gleichung 

(83) x' — l)if'=-i. 

Umgekehrt leitet man aus eincr Lösung x = oLjij = y dieser Gleichung 
sofort eine Relation der Gestalt (82) ab. Daher können wir sägen: 
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D/tf Voraussetzung des vorigen Satzes låsst sich durch die andere er- 
setzen, dass die Gleichung 

x^ — I)g'= — i 

eine Auflösung in ganzen Zahlen hesitzt. 

Wenn die Kettenbruch-Entwicklung erster Art von yD die Gestalt 
(8 i) hat, so liefert die Entwicklung der Gleichung 

eine Relation der Form (82) und damit eine Auflösung der Gleichung (83). 
Es ist leicht zu zeigen, dass aus dieser einen Auflösung alle öbrigen 
abgeleitet werden können, ähnlich wie dies fttr die Kettenbruch-Entwick- 
lung von y[D^ welche nach grössten Ganzen fortschreitet, geschieht. 

• 

Königsberg i. Pr. 15. December 1888. 
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iNous avons le devoir douloureux d'annoncer å nos lecteurs la mört 
de notre coUaborateur dans la rédaction des Acta mathematica 

M. O.-J. Broch. 

M. Brochy né å Fredriksstad en Norvége le 14 janvier 18 18, est 
mört å Sévres le 5 février 1889. Il a été attaché comme professeur å 
Tuniversité de Christiania depuis Tannée 1848 jusqu'å sa mört, sauf une 
interruption de 1869 å 1872, époque pendant laquelle il fut ministre de 
la marine en Norvége. Depuis Tannée 1879 et jusqu'å sa mört il était 
chef du bureau international des poids et mesures å Sévres. 

Ses travaux mathématiques les plus importants sont: 

Sur quelques propriétés (T une certaine classe de fonctions iranscendenies (Journal de 
Ctelle, T. 20); 

Mémoire sur les fondions de la fortne 



f 



x'-^^-'/{x^)[J^{x^)]^^p dx 



(Journal de Crelle, T. 23); 

Allgemeine Gesetze der Wellenbewegung (Dove*s Repertorium, Bd. 5); 

Besondere Gesetze der Wellenbewegung (Dove's Repertorium, Bd. 7); 

Lovene for Lyseis Forplantelse i isophane og eenaxig krystaliserede Legemer, Chri- 
stiania 1847; 

Traité élémentaire des fonctions elliptiques, Christiania 1867. 

Il a de méme publié une serie de mémoires remarquables dans les 
publications du bureau international des poids et mesures. On lui doit 
encore plusieurs livrés excellents pour Tenseignement élémentaire ainsi 
que des livrés de grande valeur sur la statistique. 

Si M. Broch était un homme de science des plus eminents il était 

en méme temps homme d'état et homme pratique, et il a rendu maints 

services de la plus haute valeur et de natures tres diverses å sa patrie 

qu'il aimait de toute son äme et dont il était un des fils les plus nobles 

et les plus eminents. 
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